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PREFAZIONE 


hh questa operetta ho esposto con metodo ele- 
mentare e con sobrietà di dettagli, le più semplici 
proprietà dei numeri interi. 

Come osserva il Poinsot nella sua memoria: /n- 
torno alla Teoria dei numeri, + i risultati di questa 
scienza parvero per qualche tempo più curiosi che 
utili. 

Per dare quindi un esempio della loro grande 
importanza, e far vedere al tempo stesso come un 
problema apparentemente di solo carattere geome- 
trico, abbia invece un profondo substrato aritme- 
tico, ho trattato brevemente da ultimo delle equa- 
zioni binomie, dando un esempio della loro risolu- 
zione algebrica basata sull’uso delle radici primitive 
dei numeri primi, ed ho chiuso con uno schizzo 
del problema della divisione della circonferenza. 


1 Pornsor, Réflerions sur les principes fondamentaua de 
la théorie des nombres. Journal de Liouville. T. X, $ 1°. 


VIII Prefazione. 





Dopo ciò spero che non mi si farà carico d 
aver taciuto della Teoria delle forme quadratiche, 
argomento questo che esce un poco dai confini di 
un’operetta elementare e che, ove non sia trattato 
con la dovuta larghezza, parmi non conduca a ri- 
sultati tali da farne intravedere la bellezza e la 
profondità. 


U. SCARPIS. 





CAPITOLO PRIMO. 


PROPRIETÀ FONDAMENTALI SUI MULTIPLI 


* 


E DIVISORI. (°) 


1.° Dato un cerchio di raggio qualunque, ima- 
giniamone divisa la circonferenza in 24 archi tra 
loro eguali, e distinguiamo ordinatamente i punti 
di divisione con i numeri 0, 1, 2, ... 23. 
Congiungendo mediante corde il punto 0 con 1, 
I con 2, ece., percorsa una volta l’intera circon- 
ferenza sl ritorna al punto di partenza avendo 
così iscritto un poligono regolare convesso di 24 
lati. 
Unendo invece 0 con 2, 2 con 4, 4 con 6, ece., 


sì ottiene pure un poligono regolare convesso di 
24 

Pri 12 lati, ed in generale, se d è un divisore 
«| 


qualunque del 24 diverso dal 12, unendo 0 con d, 
d con 24, 24 con 3d, ece., si ricava ancora un 


(#) Per un chiaro e stringato riassunto delle proprietà 
elementari dei divisori e dei multipli, il lettore può consul- 
tare il manuale di Ar:fmetica razionale del Prof. Francesco 
Panizza. 


SCARPIS. i $i nic 
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REG RAR 
poligono regolare convesso di so lati, ritornando 


in ogni caso al punto 0 dopo compiuto un solo 
giro. 

Se all’ incontro si uniscono i punti di divisione 
di 9 in 9; non essendo il 9 divisore di 24, non si 
ritorna a 0\con un sol giro, ma solo dopo aver 
contato un numero d’ archi multiplo contempora- 
neamente di 24 e di 9 e precisamente eguale al 
loro minimo multiplo comune. 

in questo caso il poligono risultante non è più 
convesso, ma a contorno intrecciato e con 8 lati, 
essendo 8 il quoziente della divisione di 24 per il 
massimo comune divisore di 24 e 9. 

Analogamente, e sostituendo 10 al 9, si ottiene 


un poligono di = 12 lati, essendo 2 il m. c. d. 


di 24 e 10, mentre invece congiungendo i punti. 
di divisione di 5 in 5, o di 7 in 7,0 di ll in 11, 
numeri questi primi al 24 vale a dire aventi con 
esso l’unità per m. c. d., si hanno poligoni regolari 


24 : 
stellati costantemente di pesi: lati. 


Possiamo quindi concludere che, unendo i punti 
di divisione di » in » partendo da uno qualunque 
di essi, si finisce sempre col ritornare al punto 
d’ origine dopo aver contato un numero d’ archi 
eguale al m. c. m di 24 ed » ottenendo un poli- 
gono regolare convesso o stellato, secondochè x 
è o no divisore di 24: il numero dei lati del po- 


5 : rapa È 3 24 
ligono risultante è poi dato in ogni caso da —, 


dove è d il m. ce. d. di 24 ed x 


Proprietà fondamentali sui multipli, ecc. 3 





‘ Nel paragrafo seguente faremo vedere che questi 
fatti non sono dovuti alla natura speciale del 24 
ma che sono generali, e seguendo la traccia del 
Poinsot, daremo una dimostrazione intuitiva e di 
carattere esclusivamente geometrico di una for- 
mula fondamentale della teoria dei divisori e dei 
multipli. (*) 

2.° Divisa una circonferenza in» parti eguali 
mediante altrettanti punti, partendo da uno qua- 
lunque di essi contiamoli successivamente: il punto 
di partenza s’indicherà con 0 e gli altri ordinata- 
mente con i numeri 1, 2, 3, ... (n—- 1). 

Ritornando al punto 0 avremo contati gli » 
punti, e continuando questa operazione procedendo 
sempre nello stesso senso, al punto 1 faremo cor- 
rispondere nel secondo giro (n + 1°, al punto 2, 
(11 +2) e così via di seguito, dimodochè al punto 
r nel eso siro, verrà a corrispondere il numero 
(Kn+r). 

Ciò premesso, congiungiamo 0 con v, v con 2», 
2vceon3v, ecc.: si otterrà un poligono regolare 
iscritto e chiudentesi in 0. 

Infatti, essendo limitato il numero dei punti di 
divisione, nel suaccennato procedimento si dovrà 
finire col ritornare ad uno di quelli incontrati an- 
tecedentemente, ed il primo che s' incontrerà la 
seconda volta dovrà esser quello dal quale si è 
partiti; poichè se ciò succedesse per un altro 
punto, p. es., il punto re, allora, partendo da 
questo e procedendo come prima, si otterrebbe un 
poligono regolare chiudentesi in r. 


(*) PoInsor, loc. cit. 


4 | Capitolo primo. 





Il punto vr ammetterebbe così una proprietà non 
appartenente al punto 0, il che non può accadere, 
poichè, in base alla simmetria della figura, se un 
punto ha una proprietà, essa deve esser comune 
a tutti. 

Investighiamo dopo ciò come sieno distribuiti 
sulla, circonferenza i vertici del poligono. 

Sieno A, B, C tre vertici situati consecutiva- 
mente sulla circonferenza. (*) 

Partendo dal punto B che allora si assume 
come vertice d’indice 0) e congiungendo nuova- 
mente i punti di divisione di v in v girando in un 
senso o nell’opposto, si ottiene manifestamente un 
poligono che coincide col primitivo, e tra i cui 
vertici compaiono con numeri d’ ordine differenti 
i punti A, C. Se girando in un senso i punti A, C 
diventano vertici d’indice w, 9 rispettivamente, 
girando in senso opposto vengono a scambiarsi 
reciprocamente il loro numero d’ordine, e siccome 
l’arco intercetto tra il vertice d’indice 0 e quello 
d’indice m deve rimanere lo stesso, sarà così l’arco 
B A eguale all’ arco BC. Risulta da ciò che i 
vertici sono distribuiti uniformemente sulla circon- 
: ferenza e che la dividono quindi in ogni caso in 
parti eguali. 

3.° Supposto ora eguale ad DI il raggio della 
4 
circonferenza che avrà così una lunghezza uno, 


(#) Si badi a non confondere vertici consecutivi del po- 
ligono, con vertici situati consecutivamente sulla circonfe- 
renza. 


Proprietà fondamentali sui multipli, ecc. 5 


indichiamo con è il numero degli archi eguali ad 


1 . . 0. . . . . 
-— intercetti tra due vertici situati consecutiva- 
n 


mente sulla circonferenza: si tratta di dimostrare 
è 

che l’arco — è la massima comune misura fra 
n 


Vi irconfi "e l’arco — e che quindi 
intera circonferenza , e l1arco e cne quindi 
; n n 


o=D(n,v) è il m. c. d. di n e v. 
ò 
Che — sia una comune misura di queste due 
n 


grandezze è cosa manifesta: resta a provarsi che 
è la massima. 


: 4 y n 
Sia « la massima comune misura tra - ed - 
x AR » 


e v' ed n' i rispettivi quozienti. 

Supposta ora divisa la circonferenza in »' parti 
eguali e che risulteranno eguali ad «, congiungiamo 
i punti di divisione di v' in v': si otterrà così un 
poligono identico al precedente poichè essendo 
= o sl viene a fare, anche in questo secondo 


caso, l’istessa operazione di adattare cioè succes- 
sivamente sulla circonferenza fino a ritornare al 


punto di partenza, una corda che sottende un 
v 

arco —. 
n 


Nel poligono così ricavato l’ arco intercetto tra 
due vertici situati consecutivamente sulla circon- 
ferenza deve risultare eguale ad « o ad un suo 
multiplo, per cui, data l'identità dei due poligoni 


9 


sarà Così a< —. 
i n 
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Le è quindi la m. c. misura tra Sedie 006 
n n AO 
pure è= D(n, v). 

Dopo ciò indichiamo con v il numero dei vertici 
e quindi anche dei lati, e con % il numero dei 
giri che bisogna fare per percorrere il contorno 
del poligono. . 

Partendo da un vertice qualunque e seguendo 
il contorno sempre nello stesso senso, si ritornerà 


manifestamente al punto di partenza solo dopo 


À 1 
d’aver percorso un numero d’archi eguali ad —, 
n 
pari al m. m. ce. di n e v. Rappresentando tale 


m. c. m. con n (n, v) avremo: 


mnivi=k<ne=N0D 


PORTA 
ed essendo v=-- si ha: 
(0) 


n.% 
mnv=k.n=—— 
(o) 


cioè il 
Teorema 1.° “Il m. m. e. di due numeri è 


eguale al loro prodotto diviso pel loro m. c. d.,. 
Dall’eguaglianza 


risulta 


cioè il 


Proprietà fondamentali sui multipli, ecc. 1 





‘ Corollario 1.° “ Se diviso un cerchio in » parti 
eguali, si congiungono poi i punti di divisione di 
v in v, prima di ritornare al punto di partenza 
bisogna compiere un numero di giri dato dal quo- 


A v 
ziente 3» 


Corollario 2.° “ Se è = 1, è 
m(nv==m.vk=w0=., 


4.° Lemma. “ Un multiplo di più numeri interi 
qualunque, lo è pure del loro m. c. m.,, 
Infatti sia M un multiplo qualsiasi di 


A, 49, . +. An. 
Essendo M>m (a,, 03,...@n) si dovrà avere: 
Mem'ava an) FM 


Per ipotesi M ed m sono entrambi divisibili 
per 


(7A (II ROPISRIT C) 


e quindi altrettanto dovendo succedere per 7, non 
sarebbe più m il m. c. m., ciò contro l'ipotesi. 
eorema Xx xIl°m:\m.. ce diaz; dg, 47. dal'é 
eguale al loro prodotto diviso per il m. c. d. dei 
loro prodotti (n — 1) ad (n 1), 
Sia è il m. ce. d. degli n prodotti 


4} dg 0 + + Ui 1 di tl... Un (o 207), 
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Essendo 

A) + dg. .4n ___ dj 49 +... Ui-1.0ik+1... An 

SSN DISTIRAT Ti 1) ir) OECE er E 
Ò Ò 


ed il secondo fattore un numero intero, ne segue 


d,1do... Un 
che ar 


sarà anche del loro m. m. c., cioè sarà: 


- come multiplo di 4), 43,../@, tale 


Ad, dg 0..Un 


ò 





Dividendo primo e secondo membro della pre- 
cedente eguaglianza successivamente per 


4}; da, è è» An 





sì ha: 
Gg dig .. «An _ M 
30, Ve i 
dA, 4g... An di. m 1 
e 


Ad Us ® 0 è. AUn=1 mM 
ò An 





Essendo i primi membri numeri primi tra loro 
tutti, dovrà essere g== 1 e quindi; 


_A dg... An 
ò 


Proprietà fondamentali sui multipli, ecc. 9 


eu EU ue ooo reeEeòI 








Esempio: 
A ii 18, dg —: 24, dg — 42, Dia: 36 


18.24.42 18144 
(AEREA mala rende e vlil 1 - 





Corollario. “ Dividendo il m. c. multiplo di più 
numeri per ciascuno di essi i quozienti risultano 
primi tra loro tutti.,, 

Teorema 3.° “Se n è primo con a e divide il 
prodotto a .d, dividerà pure il fattore bd. , 

Infatti il prodotto a.d è multiplo per ipotesi di 
n e di a per cui (Lemma al Teorema 2.°) sarà 
multiplo del loro m. c. m. Ma a ed sono per 
ipotesi primi tra loro, quindi sarà ab =a.n.9 e 
quindi db=.9q. 

Esempio. “ L'intero 9 divide il prodotto 108 ed 
è primo col suo fattore 4: divide quindi l’ altro 
fattore cioè 27. 

Corollario 1.° “Se un numero è primo con più 
altri è primo col loro prodotto. , 

Corollario 2.° “ Se ciascuno dei fattori d’un pro- 
dotto è primo con tutti i fattori d’ un altro pro- 
dotto, i due prodotti sono primi tra loro. , 

Corollario 3.° “ Se due numeri sono primi tra 
loro, tali sono due loro potenze qualunque. , 

Corollario 4.° “Se più numeri sono primi tra 
loro due a due il loro m. ce. m. è dato dal loro 
prodotto. ,, 

Osservazione. “ Le precedenti proposizioni che 
sono le fondamentali della teoria dei numeri, si 
ricavano pressochè immediatamente dal Teor. 1.° 
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del quale si è data una dimostrazione ‘intuitiva di 
carattere esclusivamente geometrico. Tale dimo- 
strazione può servire come esempio del legame 
che esiste tra la pura teoria del numero intero e 
la geometria. Tale legame si spiega considerando 
che la geometria non è solo la scienza dei rapporti 
di grandezza e di posizione degli elementi di sua 
competenza, ma che essa s’occupa altresì del loro 
ordine e della loro successione ed è in questo 
campo che si allaccia alla Teoria dei numeri. , 

5.° Indicando con a, è due interi qualunque 
primi tra loro e con c un terzo intero qualunque 
dimostriamo il seguente 

Lemma. “ La progressione 


Cit dci 2 ibis 


contiene altrettanti numeri primi ad a della pro- 
eressione: 


Della ei (2) 


I numeri (1) divisi per a danno resti tutti dif- 
ferenti: infatti dall'ipotesi che c+r.d, c+s.d 
dessero resti eguali, seguirebbe che la differenza 
‘n—s db dovrebbe esser multipla di a incompati- 
bilmente con la condizione che dè è primo con 4 
e che r, s ed a più forte ragione (r — s) sono 
minori di 4. 

Segue che i numeri (1) divisi per a daranno per 
resti 1 numeri (2) e siccome si sa che se un nu- 
mero diviso per a da un resto primo ad a esso è 
pure primo ad a ed inversamente, si conclude che 


Proprietà fondamentali sui multipli, ecc. 11 








. le serie (1) (2) contengono lo stesso numero di 
termini primi ad a. 

Ciò premesso, convenendo di rappresentare con 
© (n) il numero degli interi non superiore ad » € 
primi con esso, dimostriamo il seguente 

Teorema 1.° “ Se n è il prodotto dei fattori a, d 
primi tra loro sì ha: 


2(n=e (a). 0), 


Distribuiamo tutti gli interi dall’unità ad # nel 
seguente quadro: 


1 È 2 7 3 SER r pi b 
TARRA A nl MASERA ia pl N MT I 
b+1, 2542, 20+3,... 26b+r,... 2045 


MAT SN ee) in e Lea rece dpi en olo, n die da Lage 0 ee 


-15+1, (a-1)b+2, (a-1,0+3,...(a-1054+r,...‘a-1)0+D. 


Consideriamo una delle colonne verticali di 
questo schema, p. es., quella che comincia per r. 
Se r è primo con ò altrettanto succederà per tutti 
i termini della colonna; e se » e dè ammetteranno 
un comune divisore diverso dall’unità, pure altret- 
tanto si verificherà per gli altri termini della co- 

— lonna stessa. 

Ora la prima orizzontale del quadro contiene 
© (5) numeri primi con d e quindi il quadro con- 
tiene 0 (5) verticali di elementi primi con d e che 
esauriscono tutti i numeri di tale specie inferiori 
ad n. Supponiamo che 7 sia primo con d: allora 
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pel Lemma precedente la progressione: 
rrr+tbrt2b.a.r+t(a—- 1)d 


contiene altrettanti termini primi ad a della pro- 
gressione : 


0; 412, 4a 


vale a dire @ (a); da ciò risulta infine che sarà 
9 (a). (ò il numero degli elementi dello schema 
contemporaneamente primi ad a, è vale a dire 
primi ad n. , 

Corollario. “Se a, d, c,d,... sono primi tra loro 
due a due si ha: 


v(a.b.c.d...) = va).9(b-c.d...) = a). 40). 9(c.d...) 


Indichiamo ora con è un divisore qualunque di 
n e cerchiamo quanti sieno nella serie: 


1200 een (1) 


i numeri che con n hanno è per m. e. divisore. 
Intanto: 


7 


i, 2394 


n 


sono i termini di (1) multipli di è, e tra di essi 
avranno è per m. c. divisore con n tutti quelli e 


>g . DI x . n 
solo quelli pei quali o è primo con “i ne segue 


rappresentando con 4 (3) gli elementi di (1) che 


Proprietà fondamentali sui multipli, ecc. 13 
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con » hanno è per m. c. divisore si ha: 


Y @=+($) 


Notando ora che se si fa percorrere a è la serie 


dei divisori di n da 1 ad # (estremi inclusi n 


percorre pure la stessa serie, e considerando che 
2 (0) dove la sommatoria si suppone estesa a 
tutti i divisori di » nessuno escluso è eguale ad 
n, ne viene di conseguenza: 


Sy) = n= o (Î) 


abbiamo così il: o 

Teorema 2.° “Se * « (3) rappresenta la somma 
dei valori che assume la funzione % (©) qualora a 
è si attribuiscano tutti i valori interi divisori di » 
sussiste la relazione : 


5 O (è) TN. y 
Esempio. “ Sia n= 60. I numeri 
1,2, 3,4, 5, 6,10, 12, 15, 20, 30, 60 


x 


sono tutti divisori di 60. Ora è: 
o(1)=1,9(2)=1,0(3)=2e(09=2 
9(5)=4 g(.6)=2, 9(10)=4, (12) =4 
9(15) =8, 0(20)=8, 0(30)=8, 0 (60) =16 


e la somma di tutti questi numeri è infatti = 60. 
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6.° Valendoci ora dei due Teoremi del para- 
grafo precedente siamo in caso di trovare facil- 
mente la forma della funzione 0 (n). 
Sia intanto n= p numero primo: 
Pel Teorema 2.° ($ 5.°) avremo: 


Q(1)+to9(p= p. 


Ma @(1)= 1, e quindi 9(p)=p—1. 
Per n= p? abbiamo pure essendo 1,7,p? i di- 
visori di p? 


o (ae (Pireo 
1+(p_-1)+9(p}) =»? 
e quindi: 
o (p)=p -p=p(p- 1. 
Supponendo ora che per = 1,2,3,...7 sì sia 
dimostrato che 9 (p") = p"-1(p — 1), proviamo che 
sarà pure v(p"t1)=p" (p— 1). 
Intanto avremo: 
pti=o0(1)+9(p)+9(p°)t...+ 
+ 9 (p) +0 (pt). 
Ma 1,p,p",...p" costituiscono i divisori di p” 
per cui si ha: 
0(1)+0(p)+...+9(p)=p" 
e quindi: 


p'il.= pf + 0 (pr+1) 
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ed infine: 
O E re mr A A CR DI 


Essendo ora già stato provato che per r = 1,2 
sussiste la citata relazione, essa sussisterà anche 
per. x =3,4...e sarà cioè generale. 

Dato ora il numero n=" py1.py?... pr dove 
Py, Pa; + - + Pr sono numeri primi, dal Teorema 1.9, 
($ 5.°) risulta: 

g(n)=9(p).9(p7°)...9(pr”) 
e quindi, essendo 
o(p)=p1(p_l): 


pepe pio (ni 1) pipi 1).. pil (peel) 


1 1 1 
s(n)= (1-3). lid). pei) 
( PI Pi Pa Di A 

1 1 
o(M=n(1- 2) (i Di L). (1 da 2). 
Pi Pa Pr 


Esempio “n= 60. I numeri non maggiori di 
60 e primi ad esso, sono: 


CRT 19098: d041197 A 
43, 47, 49, 53, 59 


ed il loro numero è = 16. Infatti secondo la data 
formula ed essendo 2,3, 5 i divisori primi di 60 
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sl trova: 


meli) (1-3) 
ai 


(60, = 60. 5 


Osservazione “ La forma della funzione è stata 
dedotta dai Teoremi 1.°, 2.° del paragrafo prece- 
dente i quali esprimono due proprietà della fun- 
zione stessa. Essa si sarebbe potuta ricavare anche 
dalla sola proprietà espressa dalla relazione 


Zog (d N. » (4) 


Si può anche ottenere la forma della 9(n) in- 
dipendentemente dalle proprietà citate, che ne 
a poi come immediate conseguenze. 

.° Essendo n, p due interi positivi qualunque, 


adoperemo il simbolo £ 6 ; ) per indicare la parte 


7 - . W . x x 
intera del quoziente -——, dimodochè sarà: 
P 


e(L)s E n=P(4 } Pi 
D p D 


dove con r si rappresenta il resto della divisione 
di n per p. 


(*) Vedi p. es., BACHMANN, Die Elemente der Zahlen- 
theorie, $ 2.0, N. 10, oppure il Cap. VII dei supplementi 
alle Lezioni sulla teoria dei numeri del DiricHLET. 
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Lemma 1.° “Se a=a+d54+... si avrà; 
E[)= B(4)+ e() AS 
P p p 


essendo n, a, d,...p numeri interi positivi. , 
 Dall’ipotesi segue infatti: 
TENOR 
++. 
p p Pp 


ed indicando rispettivamente con r, r° r° i resti 
delle divisioni 


aaa 
p' p' p DIA, 
LITI (1) Nitto 
p hg 
v: E (£) via 
p DÌ D 
1} 
p DIP 
e quindi 
Ea) + 4 -E(°) +5 +00) IA: 
\p}  p DI PD DIRT 
Se ora 
pi<i 
p 


SCARPIS, 2 
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si ha manifestatamente 


ed in conseguenza 
e(-|-e(1)+ (3). 


Se invece 


Lemma 2.° “ Se n, a, è sono interi positivi qua- 
lunque, sussiste la relazione: 
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e dividendo il primo e secondo membro per «.d 


in. 
ZI Ela] a 
a.d Db Ta 0g, 

“N pi CE 
ed indicando con »' il resto di ; 

(eta 
i Zia d AA 
nb ba i db FRA 


Li 


I resti », »' sono rispettivamente minori di a, 6 
ed anche attribuendo loro i massimi valori dei 
quali sono suscettibili, vale a dire a — 1, d—-1, 


/ 


<p Y 
‘la somma — + —- 
i 


7 ; è sempre inferiore all’unità, 
Ù. 


per cui: 
n 


È fo) mil reminà 


Indicando ora con » un intero: qualunque po- 
| sitivo e con p un numero primo, proponiamoci di 
determinare l’esponente della più alta potenza di 
p che divide il prodotto: 


: 040 3 DI RR A IRE DEOSIE (1) 


Si scorge intanto che tra i fattori di n! sono 
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divisibili per p solo i seguenti: 
n 
P, 2 p, 3p,..E(E).» 


e siccome i rimanenti fattori di n! non hanno al- 
cuna influenza sul valore dell’esponente della più 
alta potenza di p che divida »!, la questione è 
così ridotta alla determinazione della più alta po- 
tenza di p che divide il prodotto 


n) (2) 


Fra i fattori di (2) sono divisibili per p solo i 
seguenti: 





(LG) E 


risulta manifesto che la determinazione della più 
alta potenza di p che divide 2) dipende dall’ana- 
loga determinazione pel prodotto: 


i) i e) i a) GI 


1.2.8... E| 


ro 
| 
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Procedendo a questo modo e considerando che 
la successione 


e(8) 53) (3). 


è limitata, concluderemo che il più alto esponente 
della potenza di p che divide il prodotto n! è 
dato dalla somma: 


e(t)+e(t)e ft). 


Esempio: 
Ara at fi 1(60) De 72 [60 de 
n= 60, p=7, E(7)-8 EF) = I 
60 
E 55) =° 


e quindi 78+!==7? è la più alta potenza di 7 che 
divida: 


601=1.2%30 60.0 


Applicando ora i risultati testè ottenuti, dimo- 
striamo il | 
Teorema. “ Se x, a, d, c sono interi positivi ed 
î 


n! i 
n=a+b+e l’espressione ——_+ è un nu- 
abiti 


mero intero. » 
. Cominciamo dall’ osservare intanto che la pro- 
posizione sarà dimostrata qualora si possa provare 
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che il numeratore contiene i fattori primi del de- 
nominatore con esponente non minore. 

Infatti sia p un certo numero primo che divide 
il denominatore. 

Allora: 


saranno rispettivamente gli esponenti delle più 
alte potenze di p che dividono i prodotti a!, d!, c!, 
e quindi l’ esponente della più alta potenza di p 
che divide il denominatore sarà dato dalla loro 
somma. 

D’altra parte 


e(3+5(3) 


è l’esponente della più alta potenza di p che divide 
esattamente il numeratore, per cui tutto si riduce 
a dimostrare che quest’ ultima somma non è mi- 
nore della precedente. 

Poichè ora n= a + d + c, segue del Lemma 1.9: 


E | 247 = E 


= e) +e(z j+e(4) | 
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Sommando membro a membro si viene quindi 
a concludere che l’esponente della più alta potenza 
di p che divide il numeratore non è inferiore al- 
l'analogo per il denominatore, e siccome il divi- 
dendo viene così a contenere tutti i fattori primi 
del divisore con esponente non minore, si con- 
clude che l’ espressione proposta è un numero 
intero. 

Corollario 1.° “La frazione 


(n+1) n4+2)...(n+r) 
LEA Ste i 





‘un intero, essendo n, r pure interi e positivi. 
Infatti si ha: 


(De 


CARE TARA Ai 





ved 72 n! r! 


Corollario 2.° “ Essendo p, r interi positivi ed 
rp, 


pp_L@_2..(p-rt1)_ 00 
ORA e I AMEN gi: 
1 Vee FARE e 
è un intero e, se p è primo, divisibile per p. , 
La prima parte non è che una immediata con- 
seguenza del Corollario 1.°, la qual cosa sì scorge 


è 
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immediatamente ponendo 


RA VA E 
ch 1.3.800r 





65 


e quanto alla seconda parte osserviamo che, essendo 
r< p, si ha: 


x 


e(t)- ,E|)=0 


8.° Chiuderemo questo capitolo con la dimo- 

strazione di un’ elegante proposizione dovuta al- 
l’illustre prof. Cesaro. 

Teorema. “Se con « si rappresentano gli interi 


positivi pei quali E(2\_o K +1,essendo n un 
intero positivo qualunque, si ha: 
> 9 (2) = n°, ” 
Dimostriamo anzitutto che se con & si rappre- 


sentano gli interi pei quali (7 =K+1e con 
y quelli pei quali e(fa\na K+1 si ha: 


So ij Slo (pi (1) 


In primo luogo, com'è facile vedere, i numeri 4 
sì compongono: 
1.° dei numeri 7, tolti però 1 numeri a>1 
divisori di 2» che danno quozienti pari; 2.° dei 
numeri & divisori di 2 n — 1 tolta l’unità; 3.° dei 


® 
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numeri À divisori pari di 2 # che danno quozienti 
dispari: 
Ciò premesso si ha così: 


“9 (@)=9(y)— Sen) +®9(#)+90). (2) 
Cerchiamo ora i valori di 


"o (n, So (#, 90) 


ed a tale uopo distinguiamo i seguenti casi: 
a) n dispari. I numeri n>1 cioè i divisori 
«di 2» che lasciano quozienti pari, coincidono con 
i divisori è di n, tolta l’unità, e si ha quindi: 
Zom= 0 (è) — 2(1). 

Ma per la nota proprietà della funzione @ 

per cui sarà 
zo _ L 


I numeri £ coincidono con i divisori è di 2n— 1, 
esclusa l’unità per cui: 

So(kK}=YZgy(0)-g1=2n-1-1=2n-2 

I numeri À poi, vale a dire i divisori pari di 
2n che danno quozienti dispari, sono della forma 
23 essendo è sempre dispari divisore di n che è 
pure dispari, per cui avremo: 


Zo()=29(23)=0(2).29(0)=n 


b) n pari. Si faccia n=2”" .n' essendo w' di- 
spari. 
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I numeri a cioè i divisori di 2 n, tolta l’unità, 
che danno quozienti pari, sono della forma 2”. 3 
essendo v<v+ 1 e è divisore di x, mentre quelli 
che danno quozienti dispari sono della forma 
2*+1.3: indicando quindi con d i divisori tutti di 
Zn avremo: 


29 (n) =%9 (0) —S9(27H1.3)— g(1\ 
Ma poichè 2”#! e è sono primi tra loro si ha: 
92711, 3) = 9 (2”H). 9 (3) = 27.0 (8) 
per cui essendo: 
Zo(dA,=2m 9 2"+1. è) =2”.Zo (è) =2".n'=n 
sl avrà: 
Zol)=n - L 
Per i numeri X come precedentemente è 
Zop.(k) = Sp[$fe o'(1) = 220 
I numeri À infine, cioè i divisori pari di 
Dini io, 


che danno quozienti dispari, sono della forma 
24+1.è per cui: 


Doria Xu (ce nni 
Le espressioni 
“9 (Mg (4), 
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hanno in ogni caso le stesse forme, e sostituite 
nella (2) conducono alla (1). 
Rappresentando ora rispettivamente con 


Ly, e, 0.0) 0, W 
i numeri che sono contenuti, esattamente o no, 
un numero dispari di volte in 
2n,2(n-1),2(nT_-2),...2[n—-(n-1)] 
applicando la (1) si ha: 
| 3o(e)=Z9(y) +2n-1 
ey) =Z9(2) +2n -3 
Z9(0)= Zo(w)+3 
Zo(w)=1 
e sommando membro a membro e riducendo: 
SORIA a a AA LI 


Esempio. “ Posto n= 10, i numeri che entrano 
esattamente o no un numero dispari di volte in 
2.10= 20 sono: 


4, 6, 11, 12, 18, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 


e si ha: 
9(4)+9 6)+o(11)+9(12)t....+0(20)= 
=2+2+10+4+12+6+8+8+16+6+ 
+18+8=100=10?,, 


28 Capitolo primo. 





ESERCIZI. 


1.° Dimostrare che il m. e. d. di quanti si vo- 
gliano numeri A4;, Ag, A43,... An è eguale al nu- 
mero delle colonne dello schema 


PATIZIO UNI PRE e i 


€ lol ad ei o 8 è ce; vedo negre) to Ufo? Sega 


An=1 2 An-1 3 An1 ele US An An-1 


tutti i termini delle quali sono multipli di Ax. , 

2.° Il m. m. c. di tre numeri è eguale al loro 
prodotto moltiplicato pel loro m. c. d. e diviso 
pel prodotto dei m. c. d. dei numeri presi a due 
a due. 

3.9 Il m. m. c. di quattro numeri eguaglia il 
loro prodotto moltiplicato pel prodotto dei loro 
m. c. d. tre a tre e diviso pel prodotto dei loro 
m. e. d. due a -due. 

4.° Se mè divisibile per 1,2,..., il minimo 
multiplo comune dei numeri 


m,(m4+1),(m4+2),...(imtm) 
è dato da: 


m(m4t1)(m+2)...(m+ n) 
ITASPZAAN he; 





5.° Se in una progressione aritmetica di m . # 
termini, la differenza d è un numero primo ad », 
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saranno m i termini della progressione divisibili 
per n. 

[Basta scomporre gli m.n termini in m serie 
ciascuno di n, e dimostrare quindi che in cia- 
scuna serie un sol termine è divisibile per n.] 

6.° Se p è primo ed A non divisibile per 7, 
nella serie dei numeri: 


el Nada AN 


il numero dei termini primi ad A sta al numero 
dei termini primi simultaneamente ad A e p come 
pstaa(p_ 1. 

[Si dimostri prima che il numero dei termini 
della serie primi ad A è dato da 9(A).p. N e 
quindi si ricorra al teorema precedente.] 

7.° Dalla proposizione 6.* si ricavi la forma 
della funzione 9 di Gauss. 

[Preso 

ME a AR 
sì faccia 
up, arl N pria ine TANN) 
8.° Dimostrare il teorema espresso dalla re- 
lazione * @ (è) =», valendosi della forma della 


funzione ©. 
[Basta ricordare che essendo 


n= pi pa? ... p 


dove p;, 23; «. Pm sono fattori primi si ha: 


pn) 
(1 > Po ch Pol te Mora + pge71) af i d 


CAPITOLO II 


NUMERI CONGRUI 
E PROPRIETÀ GENERALI DELLE CONGRUENZE (*) 


1.° Dicesi resto di un intero a, positivo o ne- 
gativo, rispetto ad un divisore o modulo n che si 
assume costantemente come positivo ed intero, la 
differenza tra @ ed il massimo multiplo di n non 
superiore ad a: così p. es. 65 e — 165 rispetto 
al modulo 12, danno entrambi per resto 5. 
Se due interi a, è rispetto al modulo » danno 
resti eguali, essi si dicono congrui rispetto al mo- 
dulo n e ciò s’indica scrivendo: 


dg =b mod. n. 


Segue che ogni numero è congruo al suo resto 
relativamente ad un dato modulo, e che se un: 
numero è multiplo del modulo esso è congruo a 0 
ed inversamente. Premesse queste definizioni, pas- 


(*) In questo capitolo e nei seguenti le lettere rappre- 
sentano costantemente numeri interi positivi o negativi. Con 
la lettera p; indicheremo poi sempre un numero primo po- 
sitivo dispari. | 
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siamo a dimostrare alcune delle più semplici pro- 
prietà delle congruenze in generale. 

Teorema 1.° “ Sommando algebricamente mem- 
bro a membro due o più congruenze riferite ad 
uno stesso modulo, si ottiene una congruenza ri- 
spetto allo stesso modulo. ,, 


Si abbia: 
a =D \ 
A) = 1) 
» mod. n. 
Am_-1 Om -1 
Per definizione si ha: 
Meg Db. =<n.k + 
(CA) = Mq + vr} di N. ki “# ni 


Um-1=N.Qm-1t Ym-1 bm-1=Nkm-14 Ym-1 
e quindi sommando: 
dita, È... .=Nnqitqgt...)+trtryÈ*... 
Me =nletkic 0.) i rtEntoo 
e poichè un multiplo del divisore non ha influenza 
sul resto: i 
ata,t...=rt*trit... 
Od pieetonirphuia 
ed in fine: 
arm Era di Eri 0h. 
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Esempio: “ 
100= 124) 
+. 168=’— 32) modi 12 
19=—33, 
e quindi: 


100 — 68 —75=124— 32 + 33 mod. 12 
cioè : 
— 43 = 125 mModssizi 


Corollario 1.° “In una congruenza si può tra- 
sportare un termine da un membro all’altro cam- 
biandolo di segno. ,, 

Data infatti la: 


a= bmod. n 
sommandola membro a membro con la 
—b=— db mod. n 
gl ottiene 


a—-b=0 mod. n. 


Corollario 2.° “ Moltiplicando i due membri di 
una congruenza per uno stesso intero, si ottiene 
una congruenza rispetto allo stesso modulo. , 

Facendo nel teorema precedente: 


dz.) = dg, = eg ale = Am_-1 =" 


b=:b= do ile de e 


Numeri congrui e proprietà generali, ecc. 33 





e sommando si ottiene: 
m.az=m. db mod. n. 
Teorema 2.° “ Se si ha: 
a.m=b.m mod. 72. 
e si indica con è = D(m, n) il m. c. d. di m, n, 
sussisterà sempre la relazione: 


n 
a=bd  mod.--., 
(0) 


Poniamo m=ò.%, n=ò.v; per ipotesi 
ml —b)=d .u(a_-d) 


deve essere divisibile per è.v, vale a dire u(a—d) 
multiplo di v; essendo però v, v primi tra loro, 


‘ BE: {fa VE 
sarà a — d divisibile per v = a gioè: 


a—-b=0 Dodi 


Ò 
‘e quindi (7.* 1.° Corollario 1.°) 
) 
a=bd mod.--. 
(0) 


Se m è primo con n, è è = 1 e quindi: 


lo 3 mod. n, cioè il 


Corollario. “* Dividendo i due membri di una con- 
gruenza per un fattore primo col modulo, si ricava 
una congruenza rispetto allo stesso modulo. , 


SCARPIS. 3 
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Esempio. “Si ha: 

315= 504 mod. 27. 
I due membri hanno il fattore comune 63 ed è 
= D(63, 27) per cui sarà: 


315 504 gar 
GRenLo ph gs Pen 





ciò 
5=8 mod. 3. 


Teorema 3.° “ Moltiplicando membro a membro 
due o più congruenze secondo la stesso modulo, 
si ricava una congruenza riferita allo stesso mo- 
dulo. , 

Sia 
di 


dg = ba 


2 
Il 


è mod. n. 


Um = dbm 


Per definizione si ha: 


| 


n.d +Ti 
né. d'Orta 


@ L9*de 0i la de eda ka 


4 = N. qI Sa Tr] bi 
Eton n. qa + UD) ba 


I 


An = N. Qnm + Tm bi nom + Tm 
e moltiplicando membro a membro ed indicando 
con n. 7, n K la somma dei multipli di »: 


Hi dg e e a A 6) de Vito ei. if 
h i Do o Meo ba TESI n . K st ‘1 Va Ria la VATI) 
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. vale a dire: 
dx dg Amd dg. + bm Mod.n. 
Corollario. “ Innalzando alla stessa potenza i due 
membri di una congruenza, si ottiene una con- 


gruenza rispetto allo stesso modulo. , 
Facendo nel teorema precedente: 


ud him 4, bi= bg = ego i, 
sl ricava: 


ar = bh» mod, n. 


Esempio. “5 ed 8 sono congrui rispetto al mo- 
dulo 3 poichè danno entrambi per resto 2; 52, 8° 
daranno pure lo stesso resto e si avrà: 


5° = 8? mod. 3. 


Teorema 4.° “ Se i numeri 4}, @3, ... Gm -s0n0 
congrui mod. » ai numeri dj, 0», ... Om rispetti- 
vamente, avremo; 


tera. ag... mint cage... Amtn= È 


E cdl: dale. bm tc biabyle... bm mod. n. 

essendo i numeri >, v interi positivi. ,, 
Dall’ipotesi ed in base al corollario precedente 

sì ottiene: 

aj: = bf: s agh» = bale, RO Amm = Ding fm 


mod. n. 
alla = dl, dol = bol, ceo Umlm = Dinttm 
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Dal teorema 3.° si ricava quindi: 
CI ati > do: abito Amin = Cc) bf n by}: a bat 
Coal . dg è... Am'm=cC by! . bol . 0 Dm 


edinfine dal teorema 1.° la dimostrazione richiesta. 

Segue da ciò che se in una congruenza i numeri 
che compaiono nei due membri sono solo combi- 
nati coi segni di addizione, sottrazione e moltipli- 
cazione, potranno sempre venir sostituiti con altri 
numeri qualunque purchè congrui secondo lo stesso 
modulo della congruenza in questione. 

Esempio. “ Essendochè si ha: 


T=1 5=2 4=1 6=0 10=1 mod. 3 
Sarà: 


1.105+5.10?+4.10—6=1+24+1=4=1(mod.3.) 


2.° Sia n un intero qualunque: tutti i numeri 
interi primi ad » si possono distribuire in (n) 
classi, seguendo il principio di collocare in una 
stessa classe tutti quelli che divisi per n danno 
uno stesso resto. Prendendo da ciascuna classe un 
individuo verremo a formare ciò che dicesi un si- 
stema completo di residui rispetto al modulo x». 

Supponiamo adunque che i numeri 


di, X9a + + + Xp(n) (1) 


costituiscano un sistema completo di residui ri- 
spetto al modulo x, e sia « uno qualunque di essi. 
I numeri 


a dot EN, (2) 


costituiranno pure un sistema completo di residui. 
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Infatti essi sono tutti tra loro incongrui poichè 
ammesso che fosse 


SOMA dda mod. n 


seguirebbe essendo x primo ad n: 


CSM mod. n 


. contro l’ipotesi: inoltre essi sono tutti primi ad » 
p 3 


e quindi ciascuno di essi apparterrà ad una de- 
terminata classe, e due qualunque a classi diverse. 
Avremo così: 


i 
Il 
bed 


g 
2 

DS 
Il 
g 

IS) 


mod. n 


dalliaia ‘ol 0 Keo, e ai i 


d. Up) =% pn) / 


dove &%,, "a, .-. (n) altro non sono che i nu- 
meri (1) disposti in altro ordine. 

Moltiplicando le precedenti congruenze membro 
a membro si ha: 


ap) tg... Cp (n) mod. n 
e dividendo i due membri pel fattore 
de %9 e Agla) 2 2 9(n) 
primo col modulo, si ricava: 
apP(n) = 1 mod. n. 


Teorema. “ Se 9 (n) indica quanti sono i numeri 
primi ad » che non lo superano, «?) dove « è 
primo ad » diviso per » dà per resto 1. , 
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Corollario. “ Se n =p numero primo, si ha: 
g(n)=9(p)=p—1 


ed il precedente Teorema diventa quello di Fer- 
mat espresso dalla relazione: 


grtasti mod. p. 
Esempio. 
“n= 24, 9(n)=90(24)=0(2°).9(3)=2°.2=8 
Cei 
quindi: 
175=1 mod. 24, 
Infatti: 


Lo (109) 
ma: 172=289=1 mod. 24 e quindi 
173=14=1 mod. 24. 


Osservazione. “ La proprietà dei numeri (1) sulla 
quale si basa la dimostrazione del teorema prece- 
dente consiste in ciò che, sotto il punto di vista 
della congruenza, essi si riproducono qualora si 
moltiplichino tutti per uno qualunque di essi. Per 
ciò si può dire che essi costituiscono un gruppo. , 
3.° Se con « s’indica uno qualunque dei nu- 
meri 


tt, 2; Dot Aia) (1) 


sappiamo già che: 


it epc) 


a . ad 39 b) / ii | 
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sono congrui mod. p benchè in altro ordine ai nu- 
meri (1) dal che si deduce che la congruenza: 


CRE mod. p 


x 
‘ 


sarà sempre solubile ed in un sol modo da un 

numero minore di p: se poi «==1 sarà evidente- 

mente x=1 e sea=p —1.sarà pure «=p—1. 
Consideriamo la congruenza: 


= c.yseel mod. p. 
Oltre alle soluzioni 
a=1l,y,=1; %=p -1,ya=pa1l 


che sono le sole nelle quali risultino eguali i va- 
lori delle due incognite (infatti l'ipotesi di una 
soluzione x=% =% porta di conseguenza: 


(E 1)e-1}=0 mod“ p 


e quindi «=1 oppure «=(p-— 1)) essa ammet- 
terà altre p—3 soluzioni tra loro diverse: ma se 
la €y=1 mod. pè soddisfatta da x = x, yY = yy 
essa lo sarà pure da ax =yr,y=xr per cui le 
| predette soluzioni si riducono a 


CI I aa) 
DIRO 





effettivamente diverse. 
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Moltiplicando ora membro a membro le con- 
gruenze: 


LS NET = 1 \ 
Seed ipo eb BT 
i Vidi 
ds iù (SI p 
Xp-3-: Y p-3 =" 
9 24 
st ha: 
1? (p are LE Lg L4 Tp-3 
p 
Vs ia Yp-3= 1 mod. p 
D 


e considerando che i numeri 

IT IUORLO nti Cp-3 Ygr Ya +» las 
tutti tra loro diversi coincidono con i numeri 

1{2,9;.. vp 2) (pi) 

sl ottiene: 

1°42.30 0 (0 2) Ap = al mod. p 

Ma (p—1)?=1 mod. p, per cui: 

19208 pasa) mod. p 


e quindi infine moltiplicando i due membri per 


x 
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(pal) 
1.2.3...(p-2(p—1)=p-1=—-1(mod. p) 
la qual relazione esprime il Teorema di Wilson. 
Esempio. © Posto p= 7 si ha 
IMBOGE SaR NRIE 
Ma 721 è multiplo di 7 e quindi 
I re e e 
Osservazione. “ Se p non è numero primo, il 
prodotto 
1.2.3. (p—_-2) (pl) 
contiene tutti i fattori di p con esponente non mi- 


nore ed è quindi divisibile per p, per cui in ge- 
nerale sarà: 


li2u9. 2 (p_1).=0,=-.1 mod. p 


secondochè p è numero composto o primo. 
Il teorema di Wilson costituisce quindi una 


. proprietà inerente esclusivamente ai numeri primi. 


RE pica sii 


4.° Proponiamoci ora la risoluzione della con- 
gruenza di primo grado ad un’incognita:. 


o A r dh Sa Xp mod. i (1) 
nella quale * è primo con », vale a dire la deter- 
minazione della forma dei valori di a che la tra- 


sformano in identità. 
Essendo % primo a v, i prodotti 


murs E: prize fiat (2) 
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sono tutti tra loro incongrui poichè dall’ipotesi 


ir mod. v 


seguirebbe che « (r — s) dovrebbe essere divisibile 
per v, cosa impossibile essendo « primo a v ed 
y — s in ogni caso minore di v anche in valore 
assoluto. 

Segue da ciò che tra i numeri (2) ve ne sarà 
uno ed uno solo. x. pel quale: 


do yi mod. v 


cioè esiste sempre un valore n =v di x che sod- 
disfa alla proposta congruenza. 

E palese poi che la (1) oltrechè da ax = è ve- 
rificata anhe da x = 1+%#.v dove %X è un intero 
qualunque, per cui si conclude che essa ammette 
infinite soluzioni: daremo il nome di radice all’u- 
nica positiva e non maggiore di v. 

Ciò premesso moltiplicando i due membri di 


ot ea mod. v 
per 29%)! e rammentando che 


og) =1 mod. v 


si ottiene: 


n=, aSM)1 mod. v. 


Volendo adunque determinare la radice di (1) 
bisogna calcolare il resto di « . «Y®)-1 rispetto al 
divisore v. 

Abbiamo così il 
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‘Teorema. “Se « è primo con v, la congruenza 


Il 


ovaio, mod. v 
ammette una ed una sola radice che è il resto 
di @.. af()-1 rispetto al divisore v., 

ESIMDIOre ra varo o 24. 

Avremo : 


n=5. 18949-1=5 . 137 mod. 24: 





Per calcolare con speditezza il resto di 13° ba- 
sta porre: | 


boato 19 = 195, (135)*=13 mod. 24 


essendo 13*=1 mod. 24, e quindi si trova: 
mb .I9./= 65 cioò 7= 17) 


5.° Consideriamo ora la: 


axX=ay mod. (1) 


e sì ponga è = D(a, n). 

In primo luogo è manifesto che per la risolubi- 
lità della (1) è necessario che «ar sia divisibile 
per 3: infatti se per un certo valore di x, 4 x — day 
è divisibile per » e quindi anche per è, essendo 
per ipotesi multiplo di è il minuendo, tale pure 
dev'essere il sottraendo ar. Ponendo in seguito: 


"4 Mine 00 G0GIBNOT POSI CV, CIBI, = OVER, 





avremo: 


DI 1 Delio Mod; dv 
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e sopprimendo il fattore comune è: 


di ii mod. v (2) 


dove e, v sono primi tra di loro. 

Le (1) (2) sono tra loro equivalenti, poichè le 
soluzioni dell'una lo sono pure dell’altra e vice- 
versa: ma la (2) ammette una ed una sola ra- 
dice 2, e quindi una radice % (minore a più forte 
ragione di n) compete alla (1). 

Ma le soluzioni della (2) 


n4o, +21 +( 


soddisfano pure la (1) e sono tutte minori di n, 
quindi esse sono altrettante radici della (1) che 
ne ammette così è.(*) Essa poi non può averne 
altre: infatti se î è una radice di (1) o quindi so- 
luzione di (2) essa deve essere congrua ad 2 mod. v 
poichè altrimenti se fosse congrua ad un altro nu- 
mero 7n<v secondo lo stesso modulo, ne segui- 
rebbe che anche n’ sarebbe così radice di (2) che 
ne ammetterebbe allora due, contrariamente a 
quanto si è dimostrato. Abbiamo così il 
Teorema. *Se è = D ‘a, n) ed a, è divisibile 
per è, la congruenza: 4-4 





1)v 


ul ww = mod. n 


ammette le è radici 
di argo kr art 





(*) Si badi a distinguere sempre radici da soluzioni: le 
radici sono soluzioni minori del modulo. 
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essendo 7 radice di 


OMERITE= vs RIO 


e posto: 


(07 Ur n 
XU =, % => 


Ni, 





Esempio. “ 104 x = 120 modo 192 

Il m. c. d. tra 104 e 192 è 8 e siccome 120 è 
multiplo di 8 la congruenza è solubile. 

Sopprimendo il fattore comune 8 si ottiene: 


13.ax=15 mod. 24 


che ha per radice x = 3. 
La proposta ha quindi le radici 


3. 8-+24, 3+2,24.,.3+7.24 


6.° Dati due numeri a, 6 primi tra loro il pro- 
dotto dei quali indicheremo con #, proponiamoci 
di risolvere il seguente 
Problema. “ Determinare la forma dei numeri 
che divisi per a, è danno rispettivamente per resti 


n Taleito,. 
Il problema corrisponde alla soluzione del si- 
stema di congruenza: 
Q=A mod. @ 


c=B mod. d 


(1) 


Dalla prima intanto si ricava: 


agis Kooa 
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dove K è un intero qualunque, e sostituendo nel-: 
l’altra: 


<a = mod. d 
e risolvendo rispetto a K. 
K=(8— a) qa90)-1 mod. d 
K={(B—0o)a90-14 K' . D. 
Sostituendo tale valore di K nella precedente 
espressione di 4 otteniamo: 


c=za+(bB—a)af0)+ KE. a. d 





e quindi passando dall’eguaglianza alla congruenza: 
xc=x+4(8 — a?) — mod. n 
xr=a(1— aP00)) + par) mod. n. 


Osservando ora che l’espressione: 
1 as(0) — byr(a) 


è divisibile per a, 6 e ciò pel teorema di Fermat 
e ricordando che a, è sono primi tra loro, si con- 
clude che la predetta espressione sarà divisibile 
pel loro prodotto e che quindi: 


1.— ar) = br) :. mod..n 
per cui ponendo 5% in luogo di 1— af) nella 
penultima congruenza si ottiene: 
c=a.. DIA) + Bag) mod. » 


ed infine: 
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Rrenpio Posto osta =; 802 beate 
trova che tutti i numeri che divisi per 5 danno 
per resto 3 e divisi per 7 danno per resto 2 sono 
congrui, secondo il modulo 5.7 a 


3. I) + 2:59 = 38453 


vale a dire sono congrui a 23. Essi saranno quindi 
della forma 23-+%.85 essendo % intero positivo 
o negativo qualunque. , 


ESERCIZI. 


% 


1.° Dimostrare che nel sistema di numera- 
zione a base a, un numero è divisibile per a — 1, 
solamente quando è tale la somma delle sue cifre, 

2.° Dimostrare che nel sistema di numera- 
zione a base a, un numero è divisibile per a + 1, 
solamente quando la differenza fra la somma delle 
cifre di posto impari, a cominciare dalla destra, e 
la somma delle cifre di posto pari è divisibile 
per a+ 1. 

3.° Dimostrare che se m, n, p, 9, ecc. rappre- 
sentano a cominciare da destra le cifre di un nu- 
mero N nel sistema di numerazione di base a, si 
ha, qualunque sia %: 


Nomi hbiphi—gh8+ s.-mod.; (4h) 
e per valori di A < 4: 
N=amtnh+tph+ql?4+... mod. (a— h). 


4.° Dati tre numeri consecutivi, il massimo dei 
quali sia divisibile per 3 se ne faccia la somma; 
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si addizionino poi le cifre del numero così otte- 
nuto, altrettanto facciasi per questo nuovo numero 
e così via. Si arriverà così finalmente al numero 6. 
Si cerchi se in sistemi di numerazione a base di- 
versa da 10 esista una analoga proposizione. 

5.° Dimostrare che se ©), 09, -.. ©. sono fun- 
zioni lineari a coefficienti interi delle » incognite 
dj,/%2, «-« Xn; 0:80 le lettere a, led, le.u e ded 
significano numeri interi, dei quali gj è primo con 
Ai, 45 con Aa, ecc., il sistema delle n congruenze 
di 1.° grado con » incognite: 


a, .9;= dj — 4 X; mod, A, 
dg da = dg — Va X, mod. Ag 


Anon= bn tnXn mod. An 


è sempre risolubile quando una potenza di @) sia 
divisibile per 4,, una potenza di 4, sia divisibile 
per A, e così via. |[(Si supponga dimostrato il teo- 
rema pel caso di n — 1 congruenze con altrettante 
incognite sì ponga quindi: 


Qi= cu’, C L AP Lg hi. di dat an Xn t 0 14-1.)] 


6.° Se a, d, n sono interi qualunque ed «, 6 
primi tra loro, e si indica con D(x, y), 9(@) ri- 
spettivamente, il massimo comun divisore di x, y 
ed il numero degli interi minori di x e primi con 
esso, il numero dei valori di 2, minori di », che 
rendono il binomio @2 + è primo con », è dato da: 


n 


di Ada i da) 





po atanii 
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— essendo 


ein ata) (È a) de Me del et 
dm= D È mirvigi dici) Ge Ì 


e posto che sia dym41= 1. 

7.° Dimostrare che se con N s'indica il pro- 
dotto dei fattori @,, da, ... @n primi tra loro due 
a due, per ogni numero x pel quale si ha: 


Q=9 mod. 4; 
LE 4% mod. dg 
L=ÙN mod. 4» 


sussiste la relazione: 


np) n \Pd2) 
L= % (2) + % (| L IRC SR 
Dei 2: 


mod. N. 


P(An) 
+ 037) fe 
x 


"n 


8.° Risolvere il sistema di congruenze: 
e=17 mod. 9 a2=33 mod. 16 x = —4 mod. 35 
(Si trova x = 3041 mod. 5040.) 
9.° Risolvere la congruenza: 


192 x = 144 mod. 912 
inistroralzi = 15:94) 59) 41,899.) 


SCARPIS. 4 
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10.° Dimostrare che se a, d, c, ... sono nu- 
meri interi e p numero primo, si ha: 


(a+btec+....)2? =ar+b9+c2+ ... mod. p 
e dedurne il teorema di Fermat. 
11.° Se con « si simboleggiano i numeri non 


superiori ad # e primi con esso, determinare il mi- 
nimo esponente pel quale si ha 


«ve = 1 mod. # 


qualunque sia 2, supponendo » prodotto di due 
o più fattori primi. 


CAPITOLO III. 


PROPRIETÀ GENERALI DI UN SISTEMA COMPLETO 
DI RESIDUI RISPETTO AD UN MODULO PRIMO. 


1.° Sia p un numero primo e consideriamo il 
gruppo di residui: 


1,23,  «ne(p= 1) 
Dividendo per p i termini delle serie di potenze: 


(n 1) 
IMPORT (0-2)? 


O ani 


sì otterrà da ciascuna serie un particolar sistema 
di resti, in cui due o più potranno anche essere 
tra loro eguali; ed essendo questi sistemi in nu- 
mero naturalmente finito, esisteranno sempre due 
esponenti v, v+» tali che i termini delle serie: 


[LG tg Mali 12h 
Lara, ara, RIGATA dp. (p "hi: rta 


produrranno lo stesso complesso di resti, tenuto 
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conto anche della loro disposizione, per cui si avrà: 
i L= DE IL — BE Niss 
(p—1) =(p--1)"t" mod. p 
e quindi (Cap. 2.° Teor. 2.° Corollario) 
la=2n=9=t apro Amd) 





Risulta da ciò che se p è un numero primo, 
esiste sempre un numero n tale che le potenze 
nesimo dei numeri 1,2, 3,...(p — 1) sono congrue 
all'unità secondo il modulo p. 

Vedremo in seguito quale sia il più piccolo dei 
numeri dotati di tale proprietà. 

Poniamo: 


San =1M4+ 90 +... + (p da: 1)» 


Se m è dispari, notando che: 


(p— rr)! =0 mod. p 


si deduce subito S, = 0 mod. 7. 
Pel caso che wm sia pari, osserviamo che essen- 
do m, n interi qualunque si ha: 


(n + 1)vt1= nmt1 4 ri !) n + Ke | NASO 
(n 1)2+1 = nmH - [ita ' n a (a ti gni — .., 
e sottraendo membro a membro: 
(gr Let nre 
2a[M I I]ampo (I). 
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Facendo ora successivamente in quest’ultima re- 
lazione n==1, 2, 3,... si ottiene: 


 gm+t1 = i x; i) 122 LE 9 (03 ) pane 
YGmHt1 — {mt1 L9 ian 1 om 49 UA i Qm-2 4 
4m+I — QmtH1 ser ( 4 1) gm Lo US ! gm_2 |, 


sa 1)#H1 aa, (n — 1) rt 9 i i 1 nm +92 e 1 nm? + 
e sommando membro a membro: 
(i VR creta 2 | x sh N Sn 


L: ("3 3 ! Sm-2+ . + +2 FONnI Smzrt...2So: 


.Ponendo ora n = p — 1 e notando che 
Se nepe 1 

sl ricava immediatamente la congruenza: 

1 dj 1 o Tai pre ! ri Maps 


m +1 o» 
lo TRE ) S,=0 mod. p 


dalla quale facendo successivamente 


m= 2, 40,6, a (p 3) 
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sl ottiene: 
S, = 9, 5g > — . Sp-3= 0 mod. p 


Facendo poi m=p — 1 si ha: 
(?| Sp-1=0 mod. p 


la qual espressione riesce indeterminata poichè es- 
sendo i (Sa, essa è soddisfatta qualunque sia 


Sp - 1. 
Riepilogando quanto si è dimostrato fino ad | ora, 

abbiamo provato : 

a) Che Sn=0 mod. p per qualunque valore 
pari o dispari d m, purchè inferiore a (p— 1). 

b) Che il più piccolo esponente n tale che le 
potenze nesime dei numeri 1, 2,... (p — 1) sono 
congrue all'unità secondo il modulo p, non può 
essere inferiore a p — 1. 

2.° Sieno 4), d9,...04m, m numeri interi qua- 
lunque ed indichiamo con S; la somma delle loro 


> mm N 
potenze re8e e con C. la somma dei loro pro- 
r 


n-1 
dotti r ad 7, e con ce (as' la somma dei prodotti 


rad » degli m — 1 numeri che rimangono in se- 
guito alla soppressione di as. 
Ammesso ora che = 1,2,3,...r si abbia: 


S,=$3=$3=...=$8r=0- mod. p 


dimostreremo che per q = r, si verificherà sempre 
la relazione: 
SEMI mal 


Da ANA :(r+1) 0° =0/mod. 
| ) si di LoL ( ) TI pe D) (1) 
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“Intanto per g=1 la precedente relazione coin- 
cide con l'identità: 


i ii m 
> asl. (a)=+1C°. (2) 
Di rb1 


Dopo ciò, raccogliendo successivamente a fat- 
mM 


tore comune d,, d3,...%n nell'espressione di C 
Vi 


si ottiene: 


me 1 m_-1 
di CO) 


nm m_-1 7 mel 
i gi ORIO (43) + C (43) 
x 


r r-1 


mal 


m_l 
C- dm Casi (dm) + C. (Am 


Moltiplicando i due membri delle precedenti 
eguaglianze successivamente per 41, @9,...0m @ 
sommando per colonne, tenuto conto che S, = 0 
si ha: 


Spes 1] 1 
Dalio?o (as) + ® as  (45)=0(mod.p)(3) 
sa rel sasl rv 


che con l’aiuto dell’identità (2) diventa: 


sani m_l ni 
> aC (a) +(r +1)C =0 mod. p 
s=1 r1 r+1 
e si scorge così che la (1) sussiste per g=1 e 
per qg=2, 
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Supponiamo ora che per un dato valore g< 
sì sia provato che: 


(— 1)e > DI a cd p3 (0) +04 01 70 (mod.p.) 


Valendoci ora dell’identità: 


DIA —1 m_1 
a — as C a 
ERRO SE 8 rg (0 
otteniamo sostituendo: 
Mm 4 sum Qqti m+1 
(— 1)? C : Sa > (— 1)etH1 PART I PALI (as) sti 
rv-q+41 ssi r-q 


+(r +1) Cona =0 mod. p 


ed essendo S,= 0 nell'ipotesi 9 < r: 


= q41 m_=l 
(II O 


agi r—-Q 


(+1) co =0 mod. p. 


Vediamo con ciò che se la relazione di cui si 
tratta, sussiste per un certo g< esse sussisterà 
pure per 9g + 1, ed avendo provato che essa vale 
per g= 1, 2 si conclude che ‘avrà luogo per qua- 
lunque valore di qg = r. 

Per g = si ottiene dalla (1): 


Le Ea 0 (+ +1) 0°, 20(mod.p) 





e notando che è pure: 


m_l . 
C, ds = D] — ds 5, = 0. mod. p 


sostituendo si ha: 
(- 1)t1 S41+ (r+1) Co =0 mod. p. (4) 


acondotora a, — 1,/0,=2,... an==p1idove 
p è numero primo, per le dimostrazioni precedenti 
sappiamo che: 


Se SS, = fieul.= Sp=9=8,0 mod. p 
e quindi, facendo successivamente 
i A GI 


sì ricava dalla (4): 


SERENA Moe 
LR RAS: 07 col 
9 mod. p (5) 


quindi in fine: 


Dun =(C 


ti 


p-1 
3 


3.° Indichiamo ora con « uno qualunque dei 
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numeri 1, 2, 3,...(p — 1). L'espressione: 
(a—1)(a-2)...(a-(p—1) 


è evidentemente nulla tale essendo uno dei suoi 
fattori e sviluppando si ottiene: 


p—_1l pel p_2 pel p_-3 
(07 135 Ci . (07 4 C, è (0/ Fa SONO + 
: DEI P-S+1) pl 
LITRO EL OTOT] + AGE 
8 pl 


Ma d’altra parte sappiamo che: 


pel 
=. ec. 0 mod. p 
p_2 
per cui si ottiene la congruenza: 
p_1l p-1 
d do fd mod. p (1) 
DA 
che deve sussistere per a ==" 1, 2,...(p—1.. 
Per a=1 la (1) diventa: 
pl 
1+C Sfal mod. p 
PT 


che esprime il teorema di Wilson. 
Sostituendo ora nella (1) a o il suo resto 
mod. p si ottiene: 
ab mod. p 
vale a dire il legenta di Fermat. 
Facendo ora a="1, 2,... (p— 1) si ha: 


larta ded a, = (pr) 3 4modiba 
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e si conclude quindi che “ è più piccolo esponente 
n pel quale le potenze nestme dei numeri 


nen 1] 
sono congrue all'unità mod. p è (p—1),. 


Dopo ciò si dimostra subito che se m/è multi- 
plo di p—1si avrà: 


Imre geai pe = modi 
e reciprocamente. La prima parte è pressochè evi- 


dente: quanto all’inversa basta osservare che se m 
non fosse multiplo di (p—1) si avrebbe: 


m=k(p—1)+r, r<(p—1) 
e quindi da: 
1KD-D+r = 2-1)" = = 
=(p—_1,}2_tHr=1 mod. p 
seguirebbe: 
1#=:2"=,=(p-— 1 = 1 mod.p 
il che sarebbe in contraddizione con quanto si è 


dimostrato relativamente a (p — 1). Si può fare 
osservare che si avrà: 


ra -d)4r = 1r È Kp-1)Hr = 9r È ( pe 1)}(@-1}tr = 
=(p—17 mod. p 
essendo r<(p — 1), e che sarà pure: 


Sn = (p pra 1), 0 mod. p 


secondochè sarà m divisibile o no per (p— 1). 
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Tutto quanto abbiamo dimostrato relativamente 
al sistema di residui 1, 2, 3,...(p—1) si può 
pure estendere al casc di un sistema di numeri 
qualunque congrui rispettivamente ai numeri 


Ù, Carate ) 21) 


secondo il modulo »p: per ciò basta ricorre al teo- 
rema 4.,° del Cap. II. 


ESERCIZI. 


1.° Se a, n, k£ sono numeri interi e positivi e 
con Sy (a.k) si indica la somma delle potenze n°596 
dei primi @. & numeri interi, sussiste la relazione: 


Sn (a .k)=kSn(a) mod. a. 


2.° Se a, bd, c,...l sono numeri primi tra loro 
due a due ed » è pure intero e positivo, dimo- 
strare che: 


Sn la . db ZL . . 1) Sa (a) Sa (5) Sn (2) 
(Abi) 4 b Ca l 





è un numero intero. 
3.° Dimostrare che, essendo a, 2, « numeri 
positivi 9» (a) è divisibile per a 1, 
4.° Se a, db, c,...l sono numeri primi tra loro 
due a due ed n, «, 8, y...4 numeri interi posi- 
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tivi arbitrari, dimostrare che: 
San > be .cr...l ) N, Sn (a) ha San (5) 
ae.bE.cr...0 a dita 
rat S2n (2) 
} 





venia 
e è 





è un numero intero. 

5.° Se con S, s’ indica la somma delle potenze 
nesime dei numeri non superiori a p” e primi con 
esso essendo p numero primo dispari, dimostrare 
che sarà: 


Sn=©(p") mod. p” 


se n è multiplo di (p— 1) 
ed 


S,=0 mod. p” 


se n non è multiplo di (p — 1). 

6.° Indicando con S, la somma delle potenze 
nesime dei numeri inferiori a 2” e primi ad esso, 
si ha: 


Sa=0. mod 24 
se n è dispari, ed 
oi Lan area 


se » è pari, 








CAPITOLO IV. 


CONGRUENZE BINOMIE. (*) 


1.° Pel teorema di Fermat la congruenza 
2) Ig all 


è verificata da qualunque valore di x purchè non 
sia multiplo di p. 

Fra gli infiniti valori che la soddisfano si con- 
viene di chiamare radici quelli minori del modulo 
p al quale essa è riferita, vale a dire i numeri 
1, 2,8, ... (p — 1), i quali costituiscono il sistema 
completo di residui che, d’ora innanzi diremo di 
1.° grado. 

Nel capitolo precedente abbiamo dimostrate al- 
cune proprietà dei residui di primo grado, che è 
quanto dire delle radici di x2-1= 1: ora passe- 
remo a dimostrare proprietà analoghe per le ra- 
dici di x* = 1 dove n è un numero qualunque 
congruo mod. (p — 1) ad uno dei numeri 


1 


dira 


(*) Le congruenze che s'incontrano in questo capitolo, 
ove non abbiano alcuna indicazione relativamente al mo- 
dulo, s intendono sempre riferite al modulo p numero pri- 
mo dispari. 
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a DEIRA x sto: 
Troveremo che tali radici sono in numero di è 


essendo 3= D(p — 1, n) e diremo che esse co- 


__<SIORRONO i : A PLS p—-1 
stituiscono un sistema di residui di grado ——. 
p) 


i 

: 

: ° ° 

«Consideriamo adunque la 

È È 00" == 1 (1) 
"i 


e supponendo che » soddisfi alla condizione già 


dota) È 
In seguito ai risultati ottenuti al $ 2.° del Ca- 

. pitolo III e mantenendo le stesse notazioni, ab- 

. biamo: 

On =. +2%+....t+(p—-1) =0 

Son = 12% +4 2% 4 ...4(p— 1)? =0 





O RD BO AA I ARTI TO e RA TR A ) 


Sqn = {OR DART (p = 1)an =PT 1 


| essendo g.n il m.m.c dine (p—-1). 

Fra i resti delle potenze 1", 2*,...(p— 1)" ve 
ne sieno p) eguali a fp}, 43 2 fe, -.. uva pr, Avre- 
| mo allora: | 


Sn =W1.f1 + Uafo +... +Ur.py =0 
Sen = pil +uapo +... tu p°=0 


MMMe gna re, di aloe. ai pro "ol a 0. 6 alto La Lot ala vedove.) o/e! è 


e sommando per colonne: 


nni 
+, , È My Vv = 
14 Eroe. P — 1 








- PI 
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Consideriamo il termine generale del primo mem- 
bro di (2) diari e supponiamo f> 1. 
Essendo g residuo di una potenza ne5/4 è: 


pesa 


e quindi: 


pa=a 0, pde-1=a"0—-1 


essendo « uno dei numeri 2, 3, ...(p— 1): ma 
q.n è multiplo di p — 1 e quindi pel teorema di 
Fermat «2* — 1 e così pure ge? — 1 sarà multiplo 
di p assieme al detto termine generale, essendo il 
denominatore inferiore a p e quindi primo con p. 

Da ciò si deduce che la (2) non potrebbe sus- 
sistere se tutti i resti p fossero diversi da 1 poichè 
allora tutti i termini sarebbero multipli di p, men- 
tre la somma è congrua a p — 1. Ammesso ora 
che sia gg = 1 ed indicando con wv, il numero di 
detti resti eguali all’unità, avremo: 


Sn =b + Hofo +... bop =0 
San =pPj + Lo "Pigila te Vee E My pr? =0 


e! oî Ter e 9 ot, si, conte a dor 0, Le no ll pica ie, dio; Nel aa ne 


Sommando per colonne ed ommettendo i ter- 
mini corrispondenti a pf; f3, .-. gv che come ab- 
biamo già visto sono multipli di p, si ricava: 


q.pi= pi 1 
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e quindi: 


ed essendo v) <p, è<p vi ha infine è = u,. 
Abbiamo così il 
Teorema. “ Fra i numeri 1,2, ... (p — 1) ve ne 
sono è le potenze n?8%e dei quali sono congrue 
all’unità, od in altre parole che la congruenza (1) 
ammette è radici Se in particolare » è primo con 
p—1 vi ha una sola radice e questa è l’unità; 
mentre invece se è = n la congruenza in questione 
ha tante radici quante unità il suo grado. ,, 
Esempio. p=13, n=8 3=4. 
Facendo le successive potenze dei numeri 
1, 2,3, ... 12 e prendendone i resti mod. 13 sf 
ottiene il seguente quadro: 





MORE 6 ORI IDE 
(MB 0 4 9:12010, 10,12, 99, CALIE 
MARR TO RI peo, sode 
io 3 o PRO NE GSM DBA IA T'ALLO RCRAGI AI OCRA 
iron Oer 211) 8,08 4 id 
019019: 01219, 1, CL ib29bol 
we ea gh 0 10,020 
CIPE SET 
1 828912 
INTO AB. 09r19) 4/4 412,09) 80110; 

CORI D'IISALIO GALE IERI ICARO: 
E OA 


SCARPIS, 5 
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dal quale appare manifesto che la congruenza 
x$ = 1 mod. 13 ha quattro radici e precisamente 
Rendi De 

Parimenti la x4= 1 mod. 13 ha per radici 1, 5, 
3; 12 mentre la, 2% =.li ele dall'as thannoel 
sola radice 1. | 

E bene notare che il detto quadro si ottiene fa- 
cilmente osservando come i resti di 3.° grado si 
ricavano moltiplicando quelli di 2.° per quelli 
di 1.9, i resti di 4,° moltiplicando quelli di 3.° per 
quelli di 1.° e così via di seguito. 

Facciamo ora n= è.v e sia r radice di 4° = 1: 
essendo in quest’ipotesi 7° = 1 sarà pure (r9)" = 1 
cioè 7? = 1, ed r sarà pure radice di x*= L e 
quindi tutte le è radici di 2° = 1, saranno pure 
radici di 2® = 1, e siccome anche quest’ ultima 
congruenza ha è radici, così le .due congruenze 
sono equivalenti. 

2.° Sieno: 


IMRE V IVRRAIE L0) 


Il 


le radici di 2 = 1 e rappresentiamo con «, uno 
dei numeri 1, 2, 3, ... (p — 1) non compreso in 09). 
I prodotti: 


Q) dt ta 


niuno dei quali può essere congruo a zero, saranno 
pure tra loro incongrui e le serie 4) @,) non po- 
tranno avere alcun termine in comune. 

Infatti da «, rx = «) x2 seguirebbe rx = r2 il che 
non può essere, e similmente da 7 = %, r2 innal- 


ST 
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zando alla potenza nesîma; 


n È 2 
x = (04 PA 
ke 1 A 
e per essere 
n n 1 
ire =efve 
Le À 


si avrebbe infine: «," = I, cosa insussistente poi- 
chè allora sarebbe «, radice di «" = 1 e si tro- 
verebbe in ao. Oltre a ciò le potenze n°872 dei 
numeri 4) saranno congrue tra loro. 

Infatti da: 


n ; 
er =1 (resi pla 


0 


. 
(©?) 
NA 


sì deduce: 
(ia e 1° 


Se i resti di 4), 4, non esauriscono il sistema 
di residui di primo grado, sia %, uno dei rimanenti. 
I termini della serie: 


49) to TY}, %o Toy « a. do rd 


tra loro incongrui e niuno dei quali è congruo a 0, 
avranno invece congrue le loro potenze nes°me, 
Oltre a ciò un termine di a,) non potrà essere 
congruo ad alcun termine di 4y', e così pure non 
potrà sussistere in alcun modo la x,rf = 7}, 
poichè nel caso contrario se ne deduyrebbe 
n n 


a,” PAC gi, Ag ar 
Z È k 


68° Capitolo quarto. 








e determinando com'è possibile (Cap. II, $ 4.9) #} 
in modo che sia 


e sostituendo, tenendo presente che è 


vin=pp®=1, 


si ricaverebbe 


ed infine x) = r; sarebbe radice di x? = 1 e quindi 
=; %, vale a dire % compreso fra a,) contro 
l’ipotesi. 

Se i resti a, 4), 42) non esauriscono il sistema 
1, 2,3, ... (p—1, sia « uno dei rimanenti: si 
dimostrerà allora parimenti che il sistema: 


Ugl, Cgil cà, . ann 


ha tutte le proprietà dei precedenti. Procedendo 
a questo modo è palese che si arriverà in fine ad 
un resto 22-!, tale che i certi: 


ag) Cagl1 11; ded Vea 


in unione ai precedenti esauriranno il sistema di 
residui di 1.° grado, vale a dire i numeri: 


TY, T9, sa rd \ 


t91 


X 7] Star io Î 
LI ) 


<g-17,"%g-1V0, +! è %g+1YÒ , 
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saranno congrui, benchè in altro ordine, ai nu- 
Mortes, cop = 10) 
Si noti che essendo g.è = p— 1, si ha 





Taio! 
LIETA 

Poniamo ora: 

n \ 

falgs Foa Po 

Ò 
(a re=(a) ra))=... (i rò)=pa LA 
(gui ri) =(ag-ira) =... (1 rd) = 


Essendo i numeri (1) congrui ai numeri 1, 2, 
...+ (p -- 1), i resti delle potenze ne8°#e dei nu- 
meri (1) saranno congrui, benchè in ordine diverso, 
ai resti delle potenze 1%, 2", ...(p — 1” e quindi 
dalle (2) si ricava il 

Teorema. “ I resti delle potenze n8"€ dei nu- 
meri 1, 2,...p—1; sono.in numero di g = na 
e ciascuno di essi e ripetuto è volte: essi sono i 
numeri P1, P23 > Pa. » 

L'esempio citato pel teorema del paragrafo pre- 
cedente serve anche in questo caso. 

3.° Restando fisso il significato del simbolo Sp, 
abbiamo: 


n 


Pie fr 4% (ot, ri) (MMI RO (cgu1 ri)! 7 
v ì 
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Ma per le (2) del paragrafo precedente: 


"EA : 
Ln PS Su ga TAGTIOTIN Sali na sa 
Sr =Uo, I (dr =dp (agri) = di pg 


&/ Pe) se 

Sn =3(1 + fe + +tq)38. S 
San =ò (pi k Cos + ti 09°) cage, S9 

il Li ® ( ( “i iS ] 
Dq.n = 9 |p1° + pel +... p_ |30. Sq. 


Ma (Cap. III, $ 2) si ha: 


Sn= Soa 081, S(a-1)n = 0, San = Spi iù, ped 
Vote i 


e quindi essendo è < p si deduce: 


u — ] 
Sil. SS sesti (3) 


Il 


S| 


Rappresentando ora con C, la somma dei pro- 
dotti » ad » dei q residui gi, fa, ... fe, SÌ po- 
tranno stabilire, con ragionamento identico a quello 
usato al 2.° paragrafo del capitolo precedente, le 
relazioni: 


n 
N 
lie 
DI 
Si 
N 
Ho I 
i E 
tm 


(4) 


(- 1) sg +907= 0 | 
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delle quali in base alle 3' si ottiene: 
SE O IS, (5) 
Esempio. Dallo schema del $ 1.° risulta che i 


residui di 8.° grado sono i numeri 1,3,9 pei quali 
si ha: 


LIE LLIISEO: 


lm 


sg 1l'IH27)4 199 =i22= 38 mod'13 


a 


Co =t0 949 Ako hr 30), 
co=1.3.9=—(— 1)?=1. 


« Dopo ciò innalzando alla potenza 9, dalle 2) 
si ha: 


gn == qu = sii == hRad 
TV} = Tg Par TT = 0] 
(ar; =(%r9)@" =...=(%r0)9*. =, 
d 
(29-17) = (c9-1 79) =...=(%9-1r9)"=p 
l (4 
ed essendo 
p—_l 
EA) 
q.un RN 


multiplo di ‘p — 1), pel teorema di Fermat sarà: 
ril@=(c,r)= .:. (cg-1r))=1 


e quindi : 
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il che ci fa vedere che i residui e), 09, .:. fa 
vale a dire i residui di grado » sono radici di 
viel, 


sagi Liri RE 
D'altra parte essendo 9g = L_ un divisore di 





p - 1, la predetta congruenza ha precisamente q 
radici, le quali ci forniscono il sistema di resti 
che si ottiene dalle. potenze 1%, 2", ...(p— 1) 
il quale rimane quindi invariato per tutti quei va- 
lori di » pei quali è Dpo—-1, n=. 
Dopo ciò, essendochè i resti di 
le, 2%... (pol 


coincidono con i resti di 1°, 2°, ...(p —1)°, chia- 
meremo sistema di resti di grado è, il sistema di 
residui prodotto dalle potenze 1%, 2*, ... (p—1%. 
Riassumendo quanto si è dimostrato, vediamo 

che indicando con è il m. c. d. di n e (p— 1), ab- 
biamo stabilito che: 

a) La congruenza x" 1 ammette è radici 
ed è equivalente alla x° = 1. 

b) I differenti residui della serie 


Ir, 2, ...(p—1" 


: i 4 Binelg 1) 415 3 
sono în numero di q = = 37» ciascuno di essi è 





ripetuto è volte e coincidono con le radici di 
P=I 
cÒ =1 
c) Il sistema di residui di 1", 2", ... (p—1)" 
è lo stesso del sistema di residui di 4 
1Ò , 90 OTO (p STE. 1)ò. 
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d) Le radici di x° =1 sono residui di 


POE DI 
RA NPRE O DIPINTO 





e reciprocamente i residui di 
Ia e iatglniliy anca du 


sono radici di 


Oltre a ciò le formule (3), (4), (5) fanno vedere 
che le proprietà dimostrate al Capitolo precedente 
pei resti di 1.° grado 


(radici di x2-1=1) 


si estendono pure ai resti di grado è 


p_l 
(radici diga Gira LIL, 


Se ora è è=1, vale a dire se » è primo a 
(p— 1), la congruenza &«*=1 avrà una sola ra- 
dice, vale a dire l’unità; ed i resti delle potenze 
1», 2%, ... p—1)® essendo in questo caso radici 
di a2-1=1 saranno in numero di (p - 1) e coin- 
cideranno, astrazione fatta dall’ ordine, con i nu- 
meri 2,8... (dl). | 

Osservando lo schema alla fine del $ 1.° si trova 
la conferma di quanto si è dimostrato. 

4. Sia a uno dei numeri 1, 2, 3, ... (p— 1) 
e consideriamo la serie di potenze : 


o BAI NRE 


l’ultima delle quali è congrua all’unità,. 
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Il più piccolo esponente n (diverso da zero) pel 
quale si ha x*= 1, si dice l’esponente al quale ap- 
partiene a secondo il modulo p; si dice anche che 
se » è il più piccolo esponente pel quale sia a?= 1, 
a è radice primitiva di €" =1; se ppiè n=p— 1 
chiamasi @ radice del numero primo p. 

Lemma 1.° “ Se a appartiene all’esponente n ed 
è pure a” =, sarà m multiplo di #. , 

Ammesso infatti che ciò non sia, si avrà: 


M=R AT 
e quindi: 
a” = (a")2 bo 


Ma per ipotesi 4a*=a*=1 e si deduce quindi 
a"=1 contro quanto si era supposto che » fosse 
il più piccolo numero pel quale si aveva a= 1. 
Sara quindi r = 0. 

Da ciò segue che essendo sempre pel teorema 
di Fermat a2-!=1, sarà p — 1 multiplo di n. 

Esempio. i. Posto p,= 13, a=3, si trova n=9 
e si riscontra che i valori di m pei quali 3 = 1 
sono precisamente 6, 9, 12 multipli del 3. 

Lemma 2.° “ Se 4 appartiene ad n, a” appar- 
tiene all’esponente (n :3) essendo è = D (1, n). , 

Sia m' l’esponente di a”: avremo che essendo 
amm! = 1, m.m' sarà multiplo di n. 

Ponendo m=3.vu n=ò.v ne risulterà che 

d.u.mn 
dovrà essere divisibile per è.v, vale a dire tw. wm' 
divisibile per v, ed essendo v, v primi tra loro, 
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sarà quindi m' multiplo di v. Da ciò si ricava che 
se è amn'=1, m' è multiplo di v e reciprocamente 
dalla qual eosa si conclude che v vale a dire x :ò 
è il più piccolo numero pel quale si abbia 


ar ai 1 


cioè l'esponente al quale appartiene «?, 
_ Se 3=1 si ha y_=»n ed a” appartiene all’espo- 
nente n. 

Esempio. “ Posto p= 183 troviamo che 4 appar- 
tiene all’esponente 6 e quindi 4* 3 appartiene a 


ì 6 6 
Er 4°=12 a gd 41 9a Miaip e 


Corollario. ‘“ Se a appartiene all’esponente %, 
tra le potenze a, a?, a*, ... a” una almeno appar- 


terrà all’esponente d divisore Ul} 
n 


Infatti a© appartiene all’esponente 


n:(2)=d 


Lemma 3.° “ Se i numeri a), 4, appartengono 
agli esponenti n}, 73, il prodotto appartiene al- 
l’esponente n; . ns ‘solo qualora #), #s sieno primi 
tra loro. , 

Essendo intanto (a; . 43)? =1 pel Lemma 1.° il 
prodotto «a; .d, apparterrà all’esponente n.3 0 
ad un suo divisore che, come è lecito, suppor- 
remo scomposto nel prodotto n)'.ns' essendo n) 
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divisore di n) ed ny di »,. Avremo intanto: 
(a) ; dg Pi Na = aj a . A Na = | 

e ponendo: 
nj:n =q e innalzando a g: 

RVCSULGULI È Ad na 18 
Ma q.nj = n; per cui: 
atta . Agna =" 
ed essendo per ipotesi 4)=1 si avrà: 


n, No = 
Age ="1 


ed appartenendo a, all’esponente 3 primo-con #, 
e dovendo essere pel Lemma 1.° n} . n° divisibile 
per ns sarà n9' = no. Avremo allora: 


cia” , Pe 
al No, doi ta = | 


ed essendo a, = 1, sarà @,*'*= da. cui si de- 
duce nello stesso modo n = n} (*). 

Corollario. * Se 4), 49, ... 4» appartengono agli 
esponenti 7), #5, ... #r primi tra loro due a due, 
il prodotto a), 4, ... 4; appartiene all’esponente 
N Na... Nr. 





(#) Se 2,, 21, non sono primi tra loro e se ne indica con 
è il m. c. d. sarà evidentemente: 


Nina "i 72 ni nai 
20) ade EI di 
(dla Sat da, AM 


senza che per questo si possa dire che @;.as appartiene a 
7, No 


A ® 


Ò 
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Esempio. “ Per p= 13, 3 appartiene all’ espo- 
nente 3, e 5 all’esponente 4 per cui 3.5 =2 ap- 
partiene all’esponente 3.4 12. , 

Lemma 4.° “ Se le radici r), #9, «..ré dig0 = 1 
appartengono rispettivamente agli esponenti 
Ni, No, ... nè, uno di essi sarà il m. m. e. dei 
numeri 2), Na, ..* Nd. »% 

Sia infatti m= pl. pe... il m. m. c. di n}, 
No, -.. nò, scomposto nei suoi fattori primi: segue 
dalla regola per la formazione del m. m. e. che 
pi, pa, ... compariranno come divisori in qual- 
cuno dei numeri n. 

Supponiamo che py/ si trovi in n). Allora poi- 
chè r, appartiene ad n), segue dal corollario del 
lemma 2.° che una delle potenze di x} e quindi 
una delle radici in questione apparterrà all’ espo- 
nente ph: (*) sia questa ry. Similmente si troverà 
una radice 7, appartenente a pe così via di se- 
guito. 

Ma pl, py* sono manifestamente primi tra loro 
due a due per cui, in virtù del precedente corol- 
lario, il prodotto r)' . x ... [che è pure congruo 
ad una radice di x° = 1 poichè 


rr Ele =. 


apparterrà all’esponente p;f:. pg... Una radice 
di x° =1 appartiene così all’esponente m, cioè m 
si trova tra i numeri 7%}, No, .«. N. 

Dopo ciò possiamo enunciare il seguente 


(*) Infatti è manifesto che se 7 è radice di xò =1, una 
potenza qualsiasi di 7° ce ne darà una soluzione, ed il suo 
resto rispetto al modulo, una radice. 
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Teorema. “ Tra le radici di x° =1 dove è è di- 
visore di p — 1, ve ne sono ©(3) appartenenti al- 
l'esponente è, cioè primitive. , 

Sieno infatti #,, #5; ... nd gli esponenti ai quali 
appartengono le radici: tra di essi ve ne sarà uno 
che indieheremo con wm e che sarà il loro m. m. c. 

Avremo allora: 

mn = Mm ivi 
tr] = 10) di = 

Ma m non può essere minore di è poichè al- 
lora la x=1 ammetterebbe un numero è di ra- 
dici superiore al suo grado m, e siccome è già per 
ipotesi: 


e quindi è multiplo di m essendo ml’ esponente 
al quale appartiene uno dei numeri r, si conclude 
che dovrà essere m = 

Fra le radici di 2° 4 ne esiste dunque una 
appartenente a è e che indicheremo con g. Le 
potenze: 


Aa (1) 
sono tutte tra loro incongrue mod. p: infatti am- 
messo che fosse 

g ì SE gl 


ne seguirebbe 92-4=1 e quindi essendo i, v due 
numeri qualunque della serie 1, 2, ... è, si con- 
cluderebbe che 9 appartiene ad un esponente mi- 
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nore di è contro l'ipotesi. Oltre a ciò le potenze (1) 
sono altrettante radici di 2° =1 poichè si avrà: 


(9*)) = (99)? = 1 


qualunque sia %, e quindi il sistema (1) coincide 
con quello delle radici di 49 = 1. 

Ma pel lemma 2.° tutte quelle. potenze di g il 
di cui esponente è primo a è appartengono a È, 
per cui resta dimostrato che il numero delle ra- 
dici primitive di 2° =1 è dato da 9g (è). 

Da quanto precede risulta che la soluzione di 
una congruenza £9 = 1, sta tutta nella determina- 
zione di una sua radice primitiva qualsiasi, poi- 
chè, nota che essa sia, le successive sue potenze 
ci somministreranno tutte le altre. 

5.° Nella teorica dei numeri hanno grande 
importanza le radici primitive della congruenza . 
xP-1=1i le quali si chiamano anche radici primi- 
tive del numero primo p. 

Per la determinazione di tali radici non si co- 
nosce algoritmo ben determinato, ma furono sug- 
 geriti due metodi; uno che si potrebbe chiamare 
di successive eliminazioni e l’altro di successive 
approssimazioni. (*) Daremo un esempio del primo. 

Sia da determinarsi una radice primitiva di 19. 
‘ Seriviamo in una linea i numeri naturali dall’ 1 
al 18 e sotto in un’altra linea i loro residui qua- 
dratici che calcoleremo facilmente tenendo conto 
che due numeri complementari rispetto al modulo 


* SerRET, Algèbre Supérieure. Sezione 3.*, N. 818. 


80 Capitolo quarto. 


danno lo stesso residuo. 
LE EDO II UD 
14, 115; S16L LS 
DAS 6,601) 
Lap E patri de 
Intanto i numeri 1, 18 essendo radici di 2*= 1 
sono da eliminarsi e così pure i numeri 4, 9, 16, 


6, 17, 11, 7, 5 che come residui quadratici soddi- 
sfano alla congruenza 


I 


PD 


te | 


= |. 


% 
Rimangono così i termini: 


2 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15. 


Determiniamone i residui cubici moltiplicandoli 
per i loro residui quadratici, essi sono: 


80'8%18.°12 18! 12; 8, 12. 


I residui cubici 8 e 12 sono da eliminarsi es- 
sendo essi radici di 


5 
x3=1 


per cui rimangono i numeri: 2, 3, 10, 13, 14, 15, 
i quali essendo in numero di 9 (18)= 6 cioè tanti 
quanti sono i numeri inferiori a 18 e primi con 18, 
ci daranno le radici primitive richieste. Infatti 
essi sono congrui benchè in altro ordine ai resti 


Congruenze binomie. SI 








delle potenze 
9,95, 97, gli 913. 917 
essendo 1, 5, 7, 11, 13, 17 i numeri inferiori a 18 
e primi con 18. 
6.° Sia g una radice primitiva qualunque del 


numero primo g: per quanto si è dimostrato i 
numeri: 


IE e Re 


sono congrui mod. p e benchè in altro ordine ai 
numeri 


29 da ig i. 


Segue che se % è un intero qualunque non mul- 
tiplo di p, si potrà sempre determinare uno ed un 
solo esponente A <p pel quale si abbia: 


n=g. 


All’esponente À si dà il nome di indice del nu- 
mero % rispetto alla base 9 e si scrive: 


E (ind. n\y 


ommettendo l’indicazione della base 9 qualora 
non vi sia a temere equivoco. 

Osserviamo intanto che tutti i numeri n con- 
‘ grui tra loro mod. p, ammettono manifestamente 
lo stesso indice. Oltre a ciò se A —=X+k(p— 1) 
si.ha: 


\ To 


g' = gl .(gP-1) 
e poichè g?-1= 1, si ottiene 


gl' = gl 


SCARPIS. 6 
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per cui possiamo considerare come indice di un 
numero 7, qualunque numero À' congruo a % mod. 
(fefdi 

Ciò premesso, essendo pel teorema di Fermat: 


i pl 
920 o Di Va ; dpi, 
uno dei due fattori del 2.° membro dovrà essere 
divisibile per p, e non potendo essere 
pl 


9g? —1=0, 


poichè ciò contraddice all’ipotesi di 9 radice pri- 
mitiva, sarà 





p_1 
gp:°eRd = 
cioè: 
Lo =ind. (— 1). 
Qualunque Si la base g. i numeri 1, — 1 hanno 
quindi costantemente per indici (p — 1) e È È Ò 


Un sistema di indici relativamente ad una data 
base, gode di proprietà del tutto analoghe a quelle 
dei logaritmi. 

Teorema 1.° “ L'indice di un prodotto è congruo 
mod. (p — 1) alla somma degli indici dei singoli 
fattori, 
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Sieno 4, X' gli indici di a, a’: per definizione 
sarà: 


ag 
dig 
e quindi: 
a.a' = gt 
cioè: 


i+ X=ind. (a. a') mod. (p— 1. 
Esempio: “ Per p= 19 si può porre g=2 e si 
trova che essendo 15, 10 gl’indici di 12, 17 sarà 
15 + 10=7 mod. 18 
l’indice di 


12.17=14 mod. 19.,, 


Teorema 2.° “L'indice di una potenza è con- 
gruo mod. (p— 1) al prodotto dell’esponente per 
l'indice della base. , 

Sia À indice di a. Sarà pure 
a= g 
e quindi elevando a potenza intera n: 

an = gh 
cioè: 
n.X=n.ind., a=ind. a”) mod. (p— 1). 


‘Esempio: ,‘ Per p= 13 si può porre g=2 e, 
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sì trova che essendo 8 l’indice di 9, sarà 
8.3=0 mod. 12 
l'indice di 
Get Dod! 13 
e così pure essendo Il l’indice di 7 sarà 
il. 4=8 mod; 42 
l’indice di 
(39m 


Questi due teoremi si applicano alla risoluzione 
delle congruenze binomie generali come p. e. la 


U*=q. (1) 
Sia infatti n una radice di (1): sarà 
n = E = 
e prendendo gli indici dei due membri: 
n.ind. n= ind. a mod. (p— 1) 
per cui se n è radice di (1), il minimo valore po- 
sitivo di ind. » sarà radice di: 


n.Q=ind. a mod. (p— 1). 2) 


Inversamente da una radice della (2) se ne ri- 
cava una per la (1), per cui la soluzione di (1) si 
può fa dipendere dalle (2) purchè si abbia a pro- 
pria disposizione una tavola di indici rispetto E 
base 9, radice primitiva di p. 
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Da tale specie di equivalenza tra le (1) (2°, si 
scorge che lo studio della congruenza binomia di 
grado n mod. p, si può far dipendere dallo studio 
di una congruenza di primo grado mod. (p— 1). 
Infatti la condizione necessaria e sufficiente per la 
risolvibilità di (1), ed il numero delle radici che 
può ammettere si possono ricavare facilmente 


dalla (2) fondandosi sui risultati del $ 5.° Cap. II. (*) 
Esempio: “ Proponiamoci di risolvere: 


C°=1 mod. 19. (1) 


N 


Supposto che sia solubile ed indicandone con « 
una radice, si avrà: 


al? =" mod. 19 


e quindi essendo 6= D ‘12, 18) 
NET 
(2126=75=1. mod.19. 
Inversamente, ammesso che sia : 
18 
71°=1 mod. 19. 
18 
7, essendo radice di «*=3=1 mod. 19, compa- 


: 1 i art 19% 
. rirà ripetuto sei volte tra i resti di grado 7=6 


3 
e così pure trà quelli di grado 6.2= 12 ($ 3, c)) 
per cui la (1) sarà solubile ed avrà 6 radici. Con- 


(*) Si confronti l’opera dello TcHEBICHEF, Teoria delle 
congruenze, egregiamente tradotta in italiano dalla signora 
I. Massarini. 
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cludiamo quindi: “ condizione necessaria e suffi- 
cente perchè (1) sia solubile è che si abbia 


18 
75=1 mod. 19., 
Ciò premesso, sia « radice di‘1), ed 7}, 79,...76 
le radici di | 
x12=1 mod. 19 


che come sappiamo sono in numero di 
bi=D (12415) 


è palese che le radici della proposta ci saranno 
date da: 
U'Ty Pon 0 e 
Per determinarle valendosi degli indici dei nu- 
meri 1, 2,... 18 presi rispetto alla radice primi- 
tiva 2 del 19, si risolve la 


12 ind. 2 =ind. 7 mod. 18 (2) 
ovvero, essendo in questo caso ind. 7 = 6, la 
12 ind 2=6 mod. 18 (3) 
che si fa dipendere dalla 


2 ind. 2X=1 mod. 3. (4) 


La (4) come facilmente si scorge è solubile po- 
nendo ind. 2 =2 e quindi mentre alla (2) (Capi- 
tolo II, $ 5.°) competono le soluzioni minori del 
modulo: | 


dI AAII 
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1 la (1) ammette in corrispondenza le radici: 
e EVE EIA 


7.° Chiuderemo questo capitolo dimostrando 


una interessante relazione dovuta al chiarissimo 
prof. Frattini. (*) 





Ponendo '— — p, sappiamo già che: 
eg AO, 
. gip A... gip _d-1) 


| sono congrui, benchè in altro ordine, ai numeri 
| i RI a dere 
e secondo il modulo » del quale è 9 radice pri- 
mitiva. 
Consideriamo ora il sistema 

(rg), n (4 9) SAL 92, 
oe MIA gia A) (922 DD 
Essendo: 
gr=—1,g2'=1 
sarà : 


(g'+1)=0 (g?2 +1)=2 





(*) Periodico di matematica. Anno VII, fase. III 





# 
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per cui i rimanenti termini : 
(1+9! (1+9?)...(1493)...(14 9g2-1) 
(1\5bx9285 1) Steg PO E 
(1+ g22'—('-1)) 
saranno congrui manifestamente ai numeri 
3, 4,.:.(p—_1) 
Ma si ha: 
(gin + 1)= g29'4.{1 4.9?) 
” per \ == I, 2, Site ‘pali 
- e quindi prendendo gli indici dei due membri: 
“2 ind. (g22-2 + 1)=X%2 2p—\)t 
+ 22 ind. (14 92) mod. (p-1). 


Aggiungendo ai due membri di questa con- 
gruenza l’espressione: 


ind. 2+ ®2 ind. (1+ 9?) 
si ottiene: 
7 ind. (1 + g4) + Xx ind. (1 + g?2'-2) + ind.2 = 
=%7(2p' —\)+ 2% ind. (1+ 93) + ind. 2 
mod. (p— 1). 


Il primo membro è la somma degli indici di 
un sistema di numeri congrui mod. p 


de Boufode hi 
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e tale somma sarà evidentemente congrua 


mod. (p— 1) 
alla somma 
— 1 
1412+8+...+(p_—2)=>£— (p—2)= 


paperi): 
il secondo membro si compone invece di: 


> (2p' —)) Sin) 


e dell'indice del prodotto: 
PA I TT ATO 0 Ei aa Li, 
per cui sarà: 
24914 93, AE] DI 
TEOR 


=p pd) 9 mod.(p— 1) 
ed essendo: 
gu 9p' (p—1) p—1 
16 EGIZI SMI ra TA 





2 8 


si ottiene infine passando dagli indici ai numeri: 


P-3 pP°1 


D+ ili ag 
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Con analogo procedimento si trova pure: (*) 





p-3 (CDR 
3 (pi Lg SO e }=g ia 


ESERCIZI. 


1.° Una congruenza : 
GdM +ajXMA1A+...+a"=0 mod. p 


si può sempre ridurre ad un’altra nella quale il 
coefficiente del primo termine è l’unita. 

(Cap. II, $ 4. Si suppone che @ non sia mul- 
tiplo di p, poichè in tal caso la congruenza si pe 
trebbe abbassare di grado.) 

2.° Una congruenza non indentica di grado m 
riferita ad un modulo primo p, non può avere più 
di m soluzioni. 

(Indicando con r una radice delle proposte, se 
ne divida il primo membro per @— x e si ado- 
peri quindi il metodo d’induzione.) 

3.° Se p è primo la congruenza: 


(ito sol FRI filiera vo RPRR, 


dove è m 2 p, può essere ridotta ad un’altra il di 
cui grado sia minore od eguale a p — 1. 





(#) Come mi comunica il chiarissimo prof. Frattini, la 
precedente relazione può stabilirsi indipendentemente dal 
concetto di indice e di radice primitiva, sostituendo alle po- 
tenze g” ,g7” due numeri x f, coniugati tra loro mediante 
la relazione Euleriana « .? = 1, e seguendo in tutto il resto 
la dimostrazione pubblicatane nel Periodico di matematica. 
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(Si divida il primo membro per 2x2 — x.) 
4.° La condizione necessaria e sufficiente per- 
chè una congruenza 


cm+aant+...+am=0 mod. p. 


abbia mm radici è che i coefficienti del resto della 
divisione di x? — & pera" + a, am14+...t+ am 
sieno tutti multipli di . 

(Per la condizione necessaria si osservi che in- 
dicando con È (@) il resto di grado minore ad 72, 
per essere 22 — X=0 mod. p per ciascuno degli 
m valori che soddisfano la proposta, per gli stessi 
valori dovrà essere È (@)=0 mod. p, e quindi in 
base all’esercizio 2.° i coefficienti di R (@) de- 
vono essere tutti multipli di . 

Relativamente alla condizione sufficiente si noti 
che rappresentando con f (@) il quoziente di grado 
p — m, dalle identità 22 — 2 =0 R(@)=0 mod. p 
sì ricava che anche il prodotto 


(am + (04) ama + cc... Am) fa} 


dovrà essere multiplo di p Se o 2000. (0-26 
e quindi ecc. ecc.) 

5.° Dimostrare il teorema di Wilson basan- 
dosi sul concetto di radice primitiva. 

6.° Dimostrare che la congruenza: 


xe°=1 mod. n 


ammette un’unica coppia di radici complementari 
rispetto al modulo in ciascuno di questi tre casi: 
1.° se n è potenza di un numero primo dispari; 


x 


2.° se n è il doppio di tale potenza; 3.° se n è 
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eguale a 4. In tutti gli altri casi il numero delle 
coppie di radici complementari è pari. 
7.° Se si indica con Pil prodotto dei 9 (n) nu- 
meri primi ad » e non maggiori di esso, si ha : 
= — l mod... n 


x 


se # è potenza di un numero primo dispari, od il 
doppio di tale potenza oppure eguale a 4; mentre 
invece è: 


P=1 ‘mod 


in tutti gli altri casi. (Teorema di Wilson gene- 
ralizzato.) 
8.° Dimostrare che se si ha: 


=- 1 (mod. p) 
si ha pure: 
apl=— 1 (mod. p”). 


9.° Risolvere col metodo degli indici la con- 
gruenza.: 
De ='0 mod. modi, 


{Si trova 2 =9 mod. 13.) 
10.° Risolvere per mezzo degli indici 


go Md: 


(Si.trova G=4,.6, 9.0.) 
11.° Se 9g è radice primitiva del numero prE 
mo p e quindi 


SA tel # 0.009 
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== 


essendo Q< 9271, e se si pone: 
fto gr ricpiigP “+0. e Ticr9t co 
dove i coefficienti c sono minori di 9g ed alcuni 
possono essere nulli, dimostrare che mediante suc- 
cessivi scambi circolari tra i coefficienti, il secondo 


. membro dell’ espressione precedente assumerà i 
valori 


O, 20, 39, : .(p Li 1) Q. 
Esempio: “p="7, g=10, 
ME 1093410 + 210981051047 
=142857. 


“Scambiando tra loro circolarmente le cifre 
ILEAIOZES ODIIT 


si trova che i numeri: 


TC RE NE AE 
CI NSA Va Mei ST 
nta ASA) 
FD AT 
MARIO O RT, 
6 puerto 2 


costituiscono una progressione aritmetica con dif- 
ferenza 14285 7., 





CAPITOLO V. 


RESIDUI QUADRATICI. 


1.° Abbiamo visto (Cap. IV $ 3.°) che i resti 
mod. »p delle potenze: 


1920018 ASD 


essendo è divisore di p — 1, son in numero di 
p—_l 
ò 
e si è pure dimostrato che il sistema di tali resti 
coincide con quello delle radici della conseguenza: 


x 


e che ciascuno di essi è ripetuto è volte, 





mal 


x =1° mod. p. 
Ciò premesso, consideriamo la: 
x = n mod p (1) 


essendo » primo con p, e p un numero primo di- 
spari. 

Affinchè la (1) sia solubile è condizione neces- 
saria e sufficiente che » comparisca tra i residui 
delle potenze: 


RE POR, 
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vale a dire che sia un residuo quadratico; e sic- 
come ogni residuo quadratico vien ripetuto due 
volte, segue che, se la (1) è solubile, essa am- 
metterà due sole soluzioni e complementari ri- 
spetto al modulo. 

Ma i residui di 2.° grado sono dati da tutte e 

1 p_l 
sole le radici di @ ? ="1 mod. p e quindi pos- 
siamo concludere col seguente 

Teorema 1.° “ La condizione necessaria e suffi- 
cente perchè la (1) sia solubile è che si abbia: 





ii. 
n? =1 mod.p., 
D'altra parte pel Teorema di Fermat si ha che 
il prodotto: 


p_A p-1 
di - to , 3 AI 


è divisibile per v, e siccome essendo p primo, uno 
ed uno solo dei due fattori può e deve ammettere 
tale proprietà, ricaviamo il seguente 

Corollario. “ Secondochè la congruenza 


a = n mod. p 
è o no possibile, si avrà in corrispondenza n * = 1 
DO 

oppure n ? = —1 mod. p. ed inversamente. , 

Questo teorema che ci fornisce un primo criterio 
per decidere se un numero n primo a p è un re- 
siduo o un non-residuo quadratico mod. p, è dovuto 
ad Eulero. 
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Facendo la convenzione di attribuire al simbolo 
n\. 3 3 

(2) il valore 1 o — 1 secondochè n è un resto 
p 


od un non-resto, il criterio di Eulero viene espresso 
dalla congruenza: 





3 n 
n° = Fi mod. p 
P 


Il simbolo (2), che permette di enunciare con 


semplicità ed eleganza diverse proprietà dei nu- 
meri, è stato introdotto da Legendre. 
Teorema 2.° * Se 


n=n' mod. p, 


si ha 


Infatti dall'ipotesi 
n=n' mod. », 


si deduce 





pl pel 
n? 


e siccome 
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Ma (2) (4) in seguito alla convenzione fatta, 
hanno in ogni caso il valore 1 od il valore 


edi; 


per cui dev'essere: 


I numeri quindi appartenenti ad una stessa 
classe mod. p, hanno quindi il medesimo carattere 
quadratico. 

Teorema 3.° “Il prodotto di due resti o di due 


non-resti è un resto: il prodotto di un resto per 
un non-resto è un non-resto. ,, 


Sia 
BESION 
p p 


ciò vuol dire che: 


p_1 
n? =1 : 
ina mod. p 
n =1 
e quindi: 
Vi: 
(nn')? =1 mod. p 
vale a dire: 





SCARPIS. 7 
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Analogamente si dimostra che se 


1)-()- 


è pure 


e che se 


(STE o 
p DISEASE 

Corollario. “Il prodotto di quanti si vogliano 
fattori primi a p, sarà un resto od un non-resto se- 
condochè il numero dei fattori pei quali il simbolo 
di Legendre ha il valore — 1, è pari o dispari. ,, 

I due teoremi precedenti danno il mezzo di 
semplificare notevolmente i calcoli necessari qua- 
lora si voglia decidere del carattere quadratico 
mod. p di un numero #, adoperando il criterio di 
Eulero. 

Si comincierà infatti dal sostituire ad x il suo 
resto »< p, e ciò in base al Teorema 2.°: scom- 
posto quindi r in fattori primi, e trascurando il 
massimo quadrato perfetto divisore di r, si appli- 
cherà il criterio ai rimanenti fattori primi: 

Esempio 


(RE. 0)-) 
91 ao 91 =| 91.) \0k75 \914608 
2.° Prima di passare ad ulteriori trasformazioni 


dal criterio di Eulero, dimostriamo intanto che 


Ba. 
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qualora n sia congruo mod. pa —1 oppure 2, la, 
possibilità delle conseguenze: 
x*°=1 | 
x2=2 | 
vale a dire il carattere quadratico dei numeri 
— 1, 2, risulta immediatamente dalla forma del 


‘numero 7. 
Teorema 1.° “ Seeondochè » ha la forma 


4k41, 0 4R-1 


mod. p 


sì ha in corrispondenza: 


Gi Ga. 


Infatti pel criterio di Eulero si ha: 
iL \2hrd fetta 
(7) 3 ( 1, 1) Lagnal 


Teorema 2.° “ Se 


se 


PERL è (i)=-1 Î 
P 


Abbiamo dimostrato (Cap. IV, $ 7) che indi- 
cando con 9g una radice primitiva mod, p, sussiste 
la relazione: 

Pra e. gal 
Bd bio): (b+ 95). .1+9 | 9.3 (mods). 
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Avremo quindi, usando del simbolo di Legendre: 


(10)-fn)- (Era 


e di congruenza: 





Ma, essendo g radice primitiva, g ? = — 1 


mod. p e quindi (£)= — 1 per cui sarà 


DE 


1 x ® O ® . x 
è pari o dispari, e cioè, secon- 





secondochè £2 8 
dochè p è della forma 8% £ 1 oppure 8% + 3. 

Dalle cose precedentemente esposte risulta che 
la determinazione del carattere quadratico mod. p 
d’un numero » primo a p positivo o negativo, si 
potrà sempre far dipendere unicamente dall’analoga 
determinazione per i fattori primi dispari positivi 
che lo compongono e che compaiono in »# con 
esponenti dispari. 

In generale si avrà: 


n=(-1).2%. php... 
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e quindi: 
ind, À 
Bee le) 


ovvero: 

ari 

p A PRIA 

Quelle tra le potenze del secondo membro, che 

hanno esponenti pari, hanno manifestamente per 
valore l’unità positiva, relativamente alle altre si 
deciderà coi due teoremi precedenti se si tratta 
di — 1 o di 2, e col criterio di Eulero per i nu- 
meri primi dispari p}, pa... ecc. 


3.° Sia n un numero qualunque non multiplo 
di p. I prodotti: 





n, 2n, Bu. alia (1) 


nessuno dei quali evidentemente è divisibile per 
p, sono tutti incongrui tra loro mod. p. 
Infatti dall'ipotesi: _ 


(NIOMEROR 9 


discenderebbe che x (x — s) è divisibile per p, la 
qual cosa non può sussistere essendo p primo con 
n ed r — s anche in valore assoluto < v. | 
Indichiamo ora con 71,73, #3;-..7 p-1 i resti dei 

2 


numeri (1) mod. p: 2) 09...%, sieno quelli 35 


6 Pa ...82 i rimanenti, 
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I complementi al modulo p dei resti «. 


(p = eii(p'— ag) AAP) 


saranno in primo luogo tra loro diversi e <-—, 


ISIS 


ed oltre a ciò diversi dai numeri f. 

Infatti, qualora fosse p - «= 8 cioè p= + f, 
esisterebbero due numeri r,s pei quali si dovrebbe 
avere: 


r.nt+ts.n=nr+ts\=a+8=0 (mod. p) 
vale a dire: n (r + s) divisibile per p. 


Ma n è primo a p e la somma r + s< p appar- 


p 


neon 
tenendo r,s alla serie 1,2,3,... VICILAL quindi 


non può accadere che uno dei numeri p — « sia 
eguale ad uno dei numeri 8. 
I numeri p — « ed i numeri È tutti tra loro 


. . p . . ° . 
diversi e < DI essendo tanti quanti i numeri 


od 
arreca 


coincidono con questi ultimi benchè in altro ordine. 
Avremo così: 


(Por) (pi e Por 
È; DIA 
ARA ALS Se 


e sviluppando il primo membro ed omettendo i 
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multipli di p: 


ia 
Il 


(— 1)f.2, %o fa cu. Bibo. SENI 


LADA TI mod. p. 











x 
Ma essendo «, f i resti dei numeri (1): 
Mi n na 
dl e 
SIA Ra lb 3 Mai mod. p 


per cui sostituendo si ottiene: 


de 
È Dei... Eta 2 = 


2. Pal mod. » 


Il 
(ar 


e quindi, sopprimendo i fattori comuni ai due 
membri e primi col modulo, e moltiplicando per 
288 al 
Lie 
n° =(- De mod. p 
Teorema 1.° “Se si indica con #4 quanti sono 
i termini della serie: 


pel 
2 





n, 2 n, 3 N, . ° . . N 


che rispetto al modulo p danno resti > si n sarà 
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o no residuo quadratico di p secondochè y. è pari 
o dispari. In simboli: 


eh, 


Continuando a rappresentare con # (3 la parte 


intera del quoziente —, poniamo, facendo per sem- 
P 


ai 





plicità p = si 


de, rete t jo ua hd ot ax er ar avro 





e sommando membro a membro: 


ap IE ATO 
8 p edi ci SA (2) 





n. 


indicando con A la somma dei resti «, con B 
quella dei resti f. 
Ma si ha pure: 


> (p—0)+XB=1+2+38+...4p' 
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e sottraendo quest’ultima dalla (2) si ottiene 
Ii 


LIPPI (>e()-u)+24 
8 p 


Omettendo ora i multipli di 2, e ricordando che 
p=1 (mod. 2): 





I 


À 
(ol). P_I = E|3)_a mod. 2 


e quindi: 


0 
SE von ae mod. 2. (3) 
p 8 
Qualora poi » sia dispari, sparisce il termine 


D'ni 
1 
be 


e resta: 


\. 
u=d 8(--*) mod. p. 
P 


Teorema 2.° “ Se » è un intero qualunque non 
multiplo di p si ha: 


—_— 


PRE 





— (n=) 
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oppure: 
(3 CL NAS) 


secondochè » è pari o dispari. , 
Sia ora n positivo, dispari è minore di p. Pel 
Teorema precedente è: 


(| =(= 227) 


i X f ; pe 
e cerchiamo di determinare il valore di X f | “jo 5 
\ p 


in primo luogo i termini della serie: 


E(2) E[), io et) hi 


sono tali che ciascuno supera .il precedente tutto 
al più di una unità: infatti, essendo À uno qua- 
lunque dei numeri 1.2.3... la differenza 


(A+1).n k:. N 


n 
p P p 
è minore di 1 e quindi la differenza 


ate : 
E|: -| Da) g(2) 
p , P 





ha costantemente il valore 0 od 1. 
Inoltre il primo termine ha il valore 0 e per 
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IL ultimo si ha: 


nat 








essendo appunto » dispari e < p. 

Dopo ciò proponiamoci di stabilire quanti sono 
i termini di (1) aventi un determinato valore % 
compreso tra 0 ed n' estremi inclusi, e prima in- 
tanto cerchiamo la condizione necessaria e suffi- 


ciente perchè Ate sia l’ultimo dei termini 


di (1) con ‘un valote:<£=1j2]3).un 
Ammesso infatti che: 
\. (A 
E [o a et 
p p 


poichè nell’ipotesi di p primo ed Ni minore di p, 





441 
nè luna nè l’altra delle fono i Du #4 sii 
può essere un intero, segue: 

\.Nn \+ 1)m 
tti, Dei ila OL mir) 
P p 
e quindi: 
leo, 
n 
cioè: 
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Reciprocamente se 
; RCS 
n 


sarà, essendo n primo a p e K< n, 





cir 3 Ci 
e quindi: 
) 9 À 
o cdi rio Le 
p p 
cioè: 
PI À 
El "cap le). 
P P 





& ci 
Segue da ciò che in (1) vi saranno E(=) 


termini con valori <# e precisamente quelli cor- 
rispondenti a 





pane gi pi Dl ; 
n 
e siccome analogamente vi saranno 
n 


termini inferiori a X + 1, si deduce che 
RR CA. 
pini ua E 
n n 


sarà il numero di quelli eguali a £. 
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vidi 





NIE APRFUESO DALL (pi LIS 
Ponendo per semplicità » = 5 ,in(1) avre- 


mo così: 
E (2) termini aventi il valore 0 
e(°2) vai E (2) ” ” ” l 
n n 
e(°2) e F%) » ” ” 2 
n n 
sola (22) i ”» ” ko 
n n 
; ni .p F 
D El n vb) ” n” n 








e) ele) [ee] 
+ [20] e(0)]:8+ 
sofia) aea]pee. a 
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e sviluppando e riducendo: 


<E(2)-p 0 —_ [e(E)+e (È) ea 











\.n) p—rl1 net è" _f.p 
È j È E E| ; 
Di pi Assi Nn 





Teorema 3.° “Se n è numero positivo dispari 
< p, n sarà o no residuo quadratico mod. p se- 
condochè 








Dar i eee (-2) 
Area a n 


è pari o dispari. , 

Il risultato ottenuto e che si riassume nel Teo- 

rema testè enunciato, sembra a primo aspetto illu- 

sorio: infatti ci eravamo proposti di determinare il 
i. N 1 

valore dell’ espressione ® 1 e slamo riusciti 

P 


Ab 
ad esprimerlo solo per mezzo di ® £ (=) espres- 


sione pure incognita e della stessa natura della 
precedente. 

Vedremo però subito che i due ultimi Teoremi 
conducono ad una conseguenza della massima im- 
portanza. 
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Sileno 9,2 due numeri primi dispari positivi e 
sla q<p: 
Pel Teorema 3.° avremo: 





loi si 2 (A) 


\ 


e pel Teorema 2.° 





e quindi: 





vale a dire la celebre legge di reciprocità dei nu- 
meri primi intraveduta da Eulero, enunciata espli- 
citamente da Legendre e dimostrata la prima 


volta da Gauss (*). 


In virtù della precedente eguaglianza si con- 
clude : 
a) Se uno almeno dei due numeri 9, p ha la 
STAI omni di 


forma 4%k +1, il prodotto ar è pari, 


o ll il cn 


FERRE 


(*) La dimostrazione che qui riportiamo, e che consiste 
nei Teoremi 10, 20 3° è, meno qualche variante nella tessi- 
tura, tale quale la si può leggere nelle Lezioni sulla teoria 
dei numeri del DIiRICHLET. 
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a i mn 


quindi (4) i (£) = 1 vale a dire secondochè g è 


q 
resto o non-resto di », altrettanto si può dire di 
p rispetto a q. 
5) Se entrambi i numeri 9g, p sono della forma 


2! cd] ù 
23% dlgs) petite c è dispari e perciò (0) e 





2 2 
(£) hanno valori eguali ed opposti; vale a dire 


secondochè q è residuo o non residuo di , sarà 
p non residuo o residuo di g. 

Per ben comprendere tutta 1’ importanza della 
legge di reciprocità, faremo vedere com’essa si 
applichi meravigliosamente alla risoluzione del 
problema che forma l’oggetto di questo capitolo. 

Esempio 1.° Determinare il carattere quadratico 
di 739 mod. 1549. 

Essendo i numeri dati entrambi primi, ed avendo 
. uno di essi la forma 4X + 1, per la legge di re- 
ciprocità si ha: \ 


539) (1549) _ 
(iso). (780)! coi 


e la determinazione del valore di (16) è così 


1549 
1 . {1549 
ridotta a quello di (o) 


Ma 1549 = 71 (mod. 739), per cui sarà ($ 1.9, 


Teorema 2.°) 
1549 =I sa 
559) 739)” 
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Il numero 71 è primo, ed applicando nuovamente 
la legge di reciprocità 


| 71 | (99 1 i 
alano. (2) 
poichè 71 739 sono entrambi della forma 4% + 3. 
Noto che si 7) è noto pur (5) lot 
o che sia | -] è n pure | 735 ] cioè 


154 i 
re e la questione è risolta: cerchiamo quindi 
7139 


il valore di { —T |. 
il valore di (5; 


Essendo 739 = 29 (mod. 71) e 29 numero primo 
della forma 4k + 1 sarà: I 


(Re) (o) 
(RG) a 


e così la questione si fa dipendere dal valore di 
cb\- 3 ; 
(55) cioè da quello di (5) essendo 13 il resto 


di 71 (mod. 29). 
Ma 13 è numero primo, quindi: 


(5) (1 (4) 


e resta così a determinarsi (5) 


SCARPIS. 8 
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Per essere 29=3 (mod. 13) e 3 numero primo: 
(= 
137/13 
3 13 
(8) (7! D 





Coal 
di (1) 
i 13 1 
Essendo ora I 393 1 con processo ascen- 


dente si ricava dalle (5), (4), (3), (2), (1): 
5) SI NOI 
Fee 
(2) (7 739 1 4 
71 1 
lee 
1099 139 (1549 139 


e la quistione è risolta (*). 


(*) Per rendere l’esempio più efffcace, i due numeri pri- 
mi 1549, 739 sono stati scelti in modo che i resti delle loro 
successive divisioni fossero pure numeri primi. La possibilità 
di determinare una coppia di numeri primi soddisfacente a . 
tale condizione è conseguenza, come sarebbe facile dimo- | 
strare, del celebre Teorema di Dirichlet, che resistette agli 
sforzi del Gauss e del Legendre, ma che recentemente venne 
dimostrato in modo ingegnosissimo ed elementare -dal signor Pi 
I. ZicnaGo (Annali di matematica, 1898). Î 
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cio) 
1847/° 
Scomponendo 365 in fattori primi si trova: 


(e) = - 5 lE 13 
1847 1847 ser 
Essendo 5 della forma 4% + 1, si ha: 


sn) fa i sha o) Pat 


dopodichè resta a determinarsi | 


Esempio 2.° | 


| i 
Essendo 73 della forma 4% + 1, abbiamo: 


ala 


poichè n ($ 2 Teor. 2.°) si conclude: 
ceco 
1847 Il 
e quindi: 
365 )_— D mat ARR 
E È, i oa pal 


365 è dunque un residuo quadratico mod. 1847, 
ed in altri termini la congruenza: 


x? = 365 (mod. 1847) 


è possibile. 
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ESERCIZI. 


1.° La condizione necessaria e sufficiente perchè 
la congruenza: 


aa = n mod. p” 


dove p è numero primo dispari, sia possibile, è, 
che » sia residuo quadratico di », nel qual caso 
essa ammette due soluzioni. 

2.° “Una congruenza: 


a — mod. 2” 


dove » è dispari ed inoltre v>3 è solubile solo 
ed allora che si abbia: 


n= i mod. 8 
nel qual caso ammette quattro radici. , 
3.° Posto m=2". px. p7?... determinare 


la condizione necessaria e sufficiente perchè sia 
solubile la: 


Co =n mod. m 


e valutare il numero delle soluzioni che può am- 
mettere. 
4.° Risolvere: 


. x =9 mod. 32 
(2 =3, 13, 19, 29). 
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5.° Risolvere: 
14 mods 403 
(Si noti che 4913 = 17°: 
xo. 1281, 3632 mod. 4913.) 


AR i 
6.° “ Se pe e Dy, Do,... Du sono i 


residui quadratici di p, si ha: 
(Dr — Me =uw+ (— DE. pw. mod. p 
essendo A non divisibile per p. ,, 

7.° Dimostrare che, se p è un numero primo 


e se D, sono due numeri interi non divisibili 
per p, la congruenza: 


x — Dy = mod. p 


pl e 
soluzioni quando la congruenza: 





ammette 
PO) 
22 = D mod. p 


nel caso con- 





} 1 
è risolubile, e ne ammette (23 


2 
trario. 
(Una soluzione X =%,y = si consideri come 
identica all'altra e = —e,y=—f epperò due 


tali soluzioni si contino per una sola.) 
8.° Dimostrare che se la congruenza generale 
di 2.° grado e di modulo primo p. 


a+ bAxyYyLcyL+datey4tf=0 mod. p 
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«non è parabolica, se cioè 5° — 4 4 c non è 0 mod. p, 
essa, in generale, cioè quando 


ae +cecd? +fb — bde—-4acf 


h.3 


non è 0 mod. p, ha p — 1 soluzioni se è iperbo- 
lica, se cioè 5° - 4a c è resto quadratico mod. p, 
e ne ha p + 1 se è ellittica. 


ibi a 











CAPITOLO VI. 


EQUAZIONI BINOMIE. 


1.° Consideriamo il sistema di numeri com- 
plessi: 


2r ; Dr dr x T 
coso —- + isen —, coo2-—+ <sen2 —, . .. 
Vv y a) v 


dr È T Der ; DIR 
cosk-— | isenk —,...cosv-—+isen.v— 
Vv Vv a) Vv 


dove v è un intero qualunque, e. per semplicità 
rappresentiamoli con 


ls Riga è > <v=1, Zo (1) 
essendo : 
2 at 2T 
fo=.c08v-- +sisenven== E 
Vv y 


Anzitutto i numeri (1) qualunque sia v sono tutti 
tra loro diversi. Infatti se fosse: 


2r 1 2 2r ; 0: 
cook —— + isenk-—= cosà — +4 sen — 
Vv Vv Vv Vv 
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si avrebbe: 


2r 2 PA Li 2r 
= cosk —, senk — = sen X' — 
Vv y a) 





cos È 


la qual cosa richiede che: 


TI 
Vv Vv 


sia un multiplo di 27, cosa insussistente essendo 
lk,k' entrambi minori di v. 

Ciò premesso, valendoci del noto teorema per 
la moltiplicazione ed elevazione a potenza dei nu- 
meri complessi, avremo, indicando con 


Pi Por cc oi 
numeri interi qualunque alcuni dei quali potreb- 


bero essere anche nulli: 


Ve 


LES Sr 
&t356 COS W} 





Ri zo... &, 


: 27T 
+ Sent} ") 
v v 


(cos po 2°" + i sen #92 2 a 


(cos pr-1(V— 1) sa +isengy-1(v— 1) — 


cioè: 
‘ t 7-1 
ari. Gala. 2 = cos. +20 t. + 
v-1 


2 
+ (y - 1) ty) E +i son (uu +29 rg Rue 


\ 


di 
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2 
+ 1Lb_ — 
e ponendo: 
b+2pot+... +(v—-1l)pr1=g.v+k, k<v 
otteniamo infine: 


ot 9 T , T 
gli 2... —CGR E so ee 
V Vv 





da cui si deduce che il prodotto di più potenze 
dei numeri (1) è ancora un numero di (1). Questa 
proprietà dei numeri (1) di riprodursi mediante 


la moltiplicazione trova riscontro nella proprietà 


del tutto analoga delle radici di «°=1 mod. p 
che è quanto dire del sistema di residui di grado. 


sl : IG ; 
Lo, essendo 7 primo e è divisore di p — 1. 


Oltre a ciò abbiamo anche: 


2, MII n St 
ke Vv v 


qualunque sia £, vale a dire le potenze v dei nu- 
meri (1) sono tutti eguali all’unità. 

Appare pure dalla forma dei numeri (1) che. 
essi si possono tutti esprimere come potenze di 
uno di essi, p. e 2} 


Sai 2r 
zo = C082-— + (sen2 — = 
v Vv 


ds ; 9)? 
ssilteozo = pseni=|e= a 
Vv Vv 
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e similmente : 


= noir 


2.° Abbiamo ora visto che le potenze vere ‘dei 
numeri 2 sono eguali all'unità: cerchiamo quindi di 
stabilire se esiste un esponente minore di v che 
goda delle stesse proprietà. 


Poniamo: 
S m m d m » m 
= 2 oa riga 
CAL d “9 res lat 
Essendo: 
2 3 v-1 v 
avremo: 
Mm m)\2 m\3 m\v 
Sn=2 +|e tb ) Aia 
1 1 1 
e quindi: 





x 


Ma 2)” e quindi anche (e,7)” è eguale ad 1, 
per cui si deduce che $S” sarà nullo assieme al 
fattore (2,”)? — 1, ogni qualvolta sia 2} — 1 di- 
verso da zero, il che avviene sempre quando è 
MEZ. 

Nel caso m =v l’espressione di $S” diventa in- 
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determinata ma allora si ha: 
Vv vV Vv 174 
Sm= Sy=2, + I pari is co e 
Yin 


ed essendo 2,” = 1 per qualunque valore di X si 
ottiene così: S, = v. 
Essendo quindi 


Seo Sea See 


si deduce che v è il più piccolo numero che goda 
della proprietà che le potenze ve8ne dei numeri (1) 
sieno tutti eguali all’unità. 

3.° Indicando ora con a), 4a ...0n,m numeri 
qualunque, con S, la forma delle loro potenze 


. da . . Ni 
yesme, con Cla somma dei prodotti vr ad + ed 
Mm 


i 
infine con c° (as) la somma dei prodotti 7 ad 


r degli m — 1 numeri che rimangono in seguito 
alla soppressione di as, con ragionamento identico 
a quello usato al Cap. III, $ 2, salvo sostituire il 
segno di eguaglianza a quello di conguenza, dimo- 


streremo che, ammesso che per y=1,2,...7 sì 
abbia 
Sì pop Sa ge ira Sr = 0 
| perg=r si verificherà la relazione: 
s=m Q m_-1l Mm 
(1) X a.C (asì +(r+1)C. =0 
si 8 r-qt1 r+1 


la quale per g="r si riduce analogamente alla: 


iene DE Cha, —0, 
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Facendo ora: 
0," %};} do = 9. è. + +. Im-1=7<y-1 Um = o 


otteniamo successivamente per 


i A Et 
8,+20,=0 
(— 1)’ Sv + v As 


Rammentando quindi che 
So = Sg= ee bio So =#0) Sa 


otteniamo in fine: 
Vv 


ed pregi 100) 1 
2 3 1 v 


4.° Consideriamo ora il prodotto: 
(e— 23) (e -— zo)... (e—-2v-1) (e— 20°. 
Notiamo anzitutto che esso si annulla per 
Pa e Pb i rt e 


e che per valori di 2 diversi dai precedenti non 
può manifestamente diventar nullo, in quantochè 
la condizione necessaria e sufficiente perchè un 
prodotto diventi zero è che tale sia almeno uno 
dei suoi fattori. 
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‘D'altra parte sviluppando si ottiene: 
(e ori. 21) (2e— 2,) sso la — <v-1) (e ci Z0) = 


o 
0 go C, o + 


/ 


Ca... (10 a8...4+ (1 € 
ed essendo: 


CC i SC Lo) cea 


1 2 v—-1 ? 
arriviamo così all'identità : 
(e- 20) (e —- 20)... (a- 2-1) (@-a)=2 1 


dalla quale si deduce che il binomio 2” — 1 si 
annulla per tutti e solo quei valori della variabile 
2 che rendono nullo il primo membro della pre- 
cedente eguaglianza. 

Riepilogando, vediamo che così abbiamo dimo- 
strato: 

a) L'equazione binomia 2” =1 qualunque sia 

il suo esponente, ammette sempre v e solo v radici 
. diverse le quali sono espresse con il sussidio delle 
— funzioni trigonometriche dei numeri 


21) 29) 6 e a 2v-1 £0 





. essendo 
Polk 67) 
zh= cosk— +isen£ 
v 
e 
Digita a I: 
; PET ee ERA 
x a) yv 
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b) Che le somme delle potenze simili e le 
somme dei prodotti r ad r delle radici soddisfano 
alle relazioni: 


Sie a ORTA = Sad Da 
daga = 0 


5.° Sia a uno dei. numeri 21, 29, . +. 2r—-1, Z0 @ 
consideriamo la serie di potenze: 


die gti 


Tl più piccolo esponente » pel quale si ha a = 1 
si dice l’esponente al quale appartiene @: se n è 
il più piccolo esponente pel quale si abbia a? = 1, 
a chiamasi radice primitiva dell’equazione 2? == 1. 

I Lemmi ed il Teorema seguenti dei quali diamo 
solo l’ enunciato. si dimostrano come i loro corri- 
spondenti del Cap. IV, N. 4, 

Lemma 1.° “ Se a appartiene all’esponente » ed 
è pure a? =1 sarà m multiplo di n. , 

Lemma 2.° “Se « appartiene ad x, a’ appar- 
tiene all’esponente n: è essendo è = D(m, n). , 

Corollario. “ Se a appartiene all’ esponente n, 
tra le potenze: 


I RIO) 


una almeno apparterrà all’ esponente d, divisore 
di n. , 

Lemma 3.° “Se a), 0, appartengono agli espo- 
nenti #), 7 primi fra loro, il prodotto @,, a ap- 
partiene all’esponente #} . 3. , 

Corollario. “ Se 43, 42,...@n appartengono agli 


IA 
Mira riu 


LO 
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esponenti 7,7 -..%» primi fra loro due a due, il 
loro prodotto apparterrà al loro m. e. multiplo. , 

Lemma 4.° * Se x} #a...nò sono gli esponenti 
ai quali appartengono r) r3...rò radici di 29 = 1, 
uno dei numeri n è il m. ce. multiplo. , 

Teorema. “ Tra le radici di 2° =1 ve ne sono 
© (3) appartenenti all’ esponente è, cioè primitive. 

Segue da queste proposizioni che analogamente 
a ciò che precede per una congruenza binomia, 
la soluzione di una equazione binomia, si può far 
dipendere dalla determinazione di una sua radice 
primitiva qualunque, nota la quale sì possono con- 
siderare determinate tutte le altre. 

Consideriamo l’equazione: 


2P == 1 (p numero primo) SE (e 


ed indichiamo con 21, 22, ...2p-1, zo — 1 le sue ra- 
dici, tra le quali pel Teorema precedente 


o(p)=p—1 


saranno primitive. 
Dalle identità 


si ricava l’altra: 


ap1 + op-2 +... +e+1= 


(a- e)(e— 2)... (e- 201) 


e si deduce quindi che l’equazione: 
3-1 ERI GR SI) € e Pn POP ra ab Alia vo Mino (2) 
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ammette le p — 1 radici primitive della (1), 
Z1) 9) è è» gpl, 
Se si indica con r una radice primitiva qualsiasi 


della (1) e perciò radice pure di (2), si sa che le 
radici di (1) sono date dalle potenze: 


"PART ci PABPIEVGATS 3 Prg E 010-203) 
e quindi le radici di (2) cioè le primitive di (1) 
coincidono con le potenze: 
Rpg! LIO 
Prima di lasciare questo argomento, notiamo 
ancora che agli esponenti 1,2,...(p—'‘1) sl poss 
sono sostituire numeri oalinque purchè rispetti 


vamente congrui mod. p. 
Infatti se è A=%.p+' abbiamo: 


ygkp+h == (9P2)R n vh' == yh' 
e quindi: 
vr = ph' 3 


Sia ora 9g una radice primitiva qualunque, del 
numero primo p: le potenze (Cap. IV, $ 6) 


DIET O ETICI 


saranno congrue mod. p benchè in altro ordine ai 
numeri 1,2,3,...(p — 1) e quindi le radici di(2) 
sono date da: 


=2 
r, VO, 18, 79° 
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e-quindi si scorge che, essendo: 


-2 Med, 
ron), resp 9 000. rgP7° — (Go 


= pl 
e (9? a) Ta rg” 


GOA 


“ dette radici si possono ordinare in modo che 
ciascuna sia la potenza g°8** della precedente 
come la prima dell’ultima. , 

6.° Applichiamo ora le precedenti considera- 
zioni alla risoluzione algebrica dell’equazione 


fo rar (1) 
Abbiamo visto poco fa che indicando con r una 


qualunque delle radici primitive di (1) e con g 
una delle radici primitive del modulo 5, la suc- 


cessione: 


è, ù, rI 3 r9° e 0.0 (2) 


ci somministra tutte e solo le radici primitive 
di (1). 
Notando poi che dall’ipotesi v = mod. (5 — 1), 
segue: 
gi = 9g” mod. 5 
e quindi: 


pg METI y9 


si conclude che prolungando» la successione (2), i 


suoi termini si riproducono periodicamente e che, 
com'è manifesto, il periodo è costituito dai ter- 
mini : 
2 3 
VR ai, Te”, 
SCARPIS. 9 
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Ciò premesso, partendo da un termine qualunque 
di (2), per esempio: r, formiamo la nuova succes- 
sione: 


VI POT Lo (3) 


nella quale ciascun termine è la potenza 9? del- 
l antecedente: anche questa è pure periodica ed 
il suo periodo si compone dei termini 7,79. 

Presa ora un’altra radice di ,1) non apparte- 
nente a (3), per esempio: r?, ed operando su di 
essa in egual modo, si verrà a formare la succes- 
sione: 


10} vi VO ana (4) 


periodica e composta dei termini +9, y9°, 

La (2) si trova così decomposta nelle (3), (4) e 
tale scomposizione non è possibile che in un solo 
modo essendo indipendente della scelta della radice 
iniziale r. Infatti sostituendo ad r l’altra radice 
che unitamente ad r costituisce la (3), le succes- 
sioni (3) e (4) non mutano, mentre invece si cam- 
biano tra loro se si rimpiazza r con una qualunque 
delle radici di (4). 

Dopo ciò scelto 9 = 2, e ricordando che la 
somma di tutte le radici di un'equazione binomia 
e eguale a 0, poniamo: 


MEVEII PA +99 artARtHA trad 
no 0 ad = +e 
Vi ata el AI alta voll al 

Si ha così: 


Mg Oni 


tte stima È 
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na=—1 
per cui o, 2) sono radici di x? +x -1=0, 
che dà: 
LIETA 
9 


sd 


VO 


Finchè il simbolo » dinota una radice qualsiasi 
di (1), nulla distingue no da n, per cui possiamo 
porre a nostra scelta: 


dopodichè però rimane limitato il significato del 
simbolo r a quelle sole radici che col loro insieme 
costituiscono il periodo avente quel determinato 


valore o . 
In fine dal sistema; 
50t -—14V5 
r+9t =, = —— 
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7. Come altro esempio più istruttivo, propo- 
niamoci la risoluzione dell'equazione 


delta: (1) 


Indicando con r una qualunque delle sue radici 
primitive, sappiamo che esse sono date dalla suc- 
cessione di potenze 


parigi abano dista 


e sappiamo pure che ad un qualsiasi esponente 
possiamo sostituirne un altro congruo però ad esso 
secondo il modulo 17. 

Se ora quindi indichiamo con 9 una radice pri- 
mitiva di 17, i numeri 


Li piagargi, Sd ga 


sono congrui mod. 17 benchè in altro ordine ai 
numeri: 


A a ELA 


per cui le radici della (1) sono anche rappresentate 
dalla successione: 


PVI, VI° 0. PI a) 


ciascun termine della quale è la potenza g?8°#@ 
del precedente. 

Prolungando tale successione oltre il termine 
r9° essa si riproduce periodicamente poichè es- 
sendo: 

g' = 1 mod. 17 


st ha pure: 
RI 


RI N E E 
lai - a 
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n ———_ __ A» 





Ciò premesso partendo da un termine qualunque 
di @) per esempio: r, formiamo la serie di potenze: 


1 4 6 14 TÀ 
Vi I° 99 PIO I b') 


nella quale ciascun termine è la potenza 9? del 
precedente. 

Continuando la successione oltre il termine 79", 
sì riottengono nello stesso ordine i precedenti. 

La 8) non esaurisce manifestamente la a) per 
cui operando analogamente sopra una delle rima- 
nenti radici per esempio: 79 , si costituisce la nuova 
successione: 


VI, VO, VP, VI, ... 90° b') 


intorno alla quale si possono ripetere le stesse 
considerazioni fatte relativamente alla precedente. 

Le 5’) 6”) non hanno alcun termine in comune 
e ciascuna è composta di otto radici della (1): 
la a) è quindi così decomposta nelle 0‘), 0"). 

Sembrerebbe a questo punto che, pure eseguendo 
le stesse operazioni, la decomposizione della a) 
nelle 0‘), d'’) si potesse fare in modi diversi, e 
che la diversità dei risultati. fosse dovuta alla 
scelta delle radici iniziali dalle quali si parte per 
costruire le diverse successioni; ma ciò invece 
non succede. 

Supponiamo infatti che indicando r sempre la 
stessa radice di (1), si parta dalla radice r9%: si 
ottiene allora. 


} 
pg! dat pet +4 


9 ge . ° 


successione che per ogni valore di / coincide, 
astrazion fatta dall’ordine dei termini, con la d'). 
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Similmente prendendo le mosse da una qua- 


lunque delle radici rimanenti della forma yg rl, 


si perviene nuovamente alla 5"). 

Se poi s’imagina cambiato il significato di 7, 
vale a dire se si suppone che » rappresenti una 
radice diversa da quella che rappresentava ante- 
cedentemente, troveremo che 0‘) 6‘) non mutano 
se per radice iniziale si prende una di quelle ap- 
partenenti prima a bd’), mentrechè 0’) 0”) si scam- 
biano tra loro se ad r si sostituisce una radice 
di d'). 

Comunque si operi adunque e qualunque sia la 
radice simboleggiata da 7, si giunge sempre alla 
stesso risultato. 

Preso ora un elemento di 2’) per esempio: 7, si 
formi la serie: PTT 

riir@tolrQ oro pù c') 


tale che ciascun termine è la potenza 94 del pre- 
cedente e che risulta composta di quattro radici 
diverse tutte appartenenti a 5): operando nello 
stesso modo sopra un termine di d') che non ap- 
partenga a c'), se ne comporrà un’ altra c'') che 
unitamente a a') esaurisce. d'). 

Primenti la d') si potrà scindere in due, di 
guisa che la 4) viene così scomposta nelle: 


CYD 790), PINA 
c') r9°, r9°, r9”, pg 
7) 5 9 pb 
CI pri re 
TRO E STA 


Anche in questo caso è facile constatare che 
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la scomposizione della a) nelle c) è indipendente 
dalla scelta della radice iniziale r; poichè ove ad 
y si sostituisca una radice qualunque di c') le e) 
rimangono inalterate, mentre invece si scambiano 
tra loro qualora in luogo di r si ponga una radice 
qualunque ma non di c'). 

Dopo ciò è agevole comprendere come con suc- 
cessivi innalzamenti a potenza con esponente 9°, 
si possa decomporre la a) nelle otto successioni : 


ARI a di 79, 19 \ 

r9°, pda r9, 9 d 
) 

9° v9° r9°, pr 

r9°, 9° r9°, ro” ] 


e sempre con lo stesso identico risultato qualunque 
via si segua e qualunque sia la radice simboleg- 
giata da r 

Presa ora per 9g una radice primitiva qualsiasi 
di 17 per esempio: 3, si trova: 


n 9° = 9 gt =10. 94 =13 

g°= 5 9° =15. g' =11 9g =16 

9° SIA gl = 8 gl = 7 me & mod. Lr; 
GIO glia 2 g0= 6: gli=g0=1 


dopo di che poniamo: 
AR Al DI agita n ph li ii {lt HE Cha li 
SEME dla + r° È p13 4 pl - y16 + p3 ne Ti + y2 


» 
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i i a Seni dii nie 
0 reti sile più svela Dl pila n i 
gj=r3 + pi 4 pl 4 pe? 
gig = +1 | 9° + 99 





Alle espressioni @ si dà il nome di periodi. 

Proponiamoci ora la determinazione dei valori 
numerici dei successivi periodi e quindi infine 
delle radici della proposta equazione. 

Anzitutto essendo la somma delle radici di una 
equazione binomia eguale a zero, si ha intanto: 


n+1=0 


e quindi: 


Per determinare ora i valori di 2, ‘) osserviamo 
che : 


No t Li; Afiaen Bgla » 1 
e inoltre : 
Yo. «ATE 4 


come si ottiene facilmente eseguendo la moltipli- 
cazione, abbassando gli esponenti al disotto di 17 


Ul 
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e tenendo presente che n= — 1, per cui si con- 
clude che 70, sono radici di: 
tLa-4=0 
e quindi: 
-—1*V17 TIRO 
No = 9 php pi ronr 


Finchè la radice r resta indeterminata, nulla 
distingue n, da 7,, è quindi in nostro arbitrio di 
attribuire ad n l’uno o l’altro dei due valori 


DARE TT 
9 


fl 





è bene però avvertire subito che, scelto un deter- 
minato valore per n, viene limitato il significato 
di » che in seguito non rappresenta più una qual- 
siasi radice di (1) ma solo una di quelle compo- 
nenti il periodo avente quel determinato valore : 
poniamo: 





e quindi: 
—1-V17 
URI "9a 9 ‘ 





Consideriamo ora i periodi componenti 0. Ab- 
biamo: 
LI A pei AN SIL eine 
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per cui 2, , sono radici di: 
z-nmne-1=0. 


Finchè » indica indeterminatamente una delle 
radici componenti 4, nulla distingue o da 79, 
ma dopo d’aver scelto per 29 un determinato va- 
lore, è ancor più limitato il significato di r e pre- 
cisamente alle sole radici componenti il periodo 
avente il valore attribuito ad ng. 

Poniamo: 


ugo a la AI 





Considerando ora che: 
me doge ig 
si vede che l’equazione: 
2° —'niz'— L= 0 


ci darà i valori di ny, 13, ma allora non è più in 
nostro arbitrio di stabilire la corrispondenza tra 
i periodi 2,,3° e le radici dell’ equazione stessa, 
inquantochè avendo scelto per ny un determinato 
valore, è ristretto il significato di r alle sole radici 
di 20, e di conseguenza )' (al pari di 3) rap- 
presenta la somma di una determinata quaterna 
di radici. 
Per togliere questa difficoltà osserviamo che: 


ii Cia vi de n 
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e ‘ponendo quindi: 
4=-4.,n=—4(09 +9 + +73) 
si ottiene la relazione: 
i i E i i Mi 
che unitamente all’altra: . 
No” tao tap +ags=—1 
ci darà il mezzo di esprimere n’, 23° da prima in 
funzione di 0, N, quindi di 7 ed in ultimo di 


determinare i valori numerici. 
Risolvendo adunque il sistema : 


da, +4ns=—-n°—-400—-9na 
m+as= -1—-90—91 
si ottiene: 


— 2n'3= #0 +29 +22 


e sostituendo ad 'o, °, i loro valori in funzione 
di Ng: 


D n' No Flo LA Ve 
ACTA veli, pigro - +) T+I 
MUNNI 17-41. 

e ponendo quindi 79 = si : 
n bl aL TDONL 
VEDER 2 2 ; dI 9 


* 
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*_v 
CI0€e: 


che è precisamente una delle radici di: 


e2- na -1=0 
® 


mentre l’altra ci darà ',. 
Abbiamo così: 











no VIT-1 ia 
Loi No_ RIE Ai T VIT. 
i VE pa ae 4 + fr, 
/ U 7 — 
= oa VI de uu 
LR n INTRA 
QCD SI Posi pei + (ira 
2 4 
e PCV: fp. ini Nicea 
SR 4 4 8 


no + NA dx Nos no . na du na 
si trova che 2°, 7 sono radici di: 
ang 1 
per cui si potrà porre indifferentemente: 
ali Upi po r2 


Pa "a 0 0 DIE. Lao No dg 
aio: NESS ron n 
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Valutando 2 per difetto ed n°, per eccesso, si 
può constatare facilmente che 2%, 7° sono numeri 
reali. 

Pongasi: 


dopo di che il significato di » resta limitato alle 

due sole radici componenti il periodo al quale 

compete quel tal valore numerico attribuito a 7°. 
Avremo quindi: 


y + p16 == No 


I RSA | 
da cui infine: 
1) LA] (7) Lab? 
No {No 16 No 0 
or=—= + Tn ei pio aenlte sap par 
9 4 OÙ VA 


Essendo, com’è facile provare, 7/0 <2, r ed x! 
risultano entrambe complesse. 

Determinata così una radice della proposta equa- 
zione essa’ si può considerare risolta, essendochè 
dalle successive potenze di tale radice si possono 
ricavare le rimanenti, 

Esprimendo 2”, per mezzo di n°, e quindi 
sostituendo a questi i loro valori numerici, si può 
ottenere l’espressione numerica di 7. 


142 Capitolo sesto. 


OSSERVAZIONE. 


Il metodo che abbiamo seguito nella risoluzione 
delle equazioni binomie 4° = 1, a! = 1, si fonda 
sopra una particolare scomposizione della somma 
delle loro radici primitive in periodi e sottoperiodi; 
e nella progressiva determinazione dei valori di 
tali periodi e sottoperiodi, fine a che sì giunga ad 
isolare, per così dire, una qualunque delle radici 
stesse, nota la quale si possono considerare come 
conosciute tutte le rimanenti. 

Questo metodo, dovuto al Gauss, è applicabile 
indistintamente a tutte le equazioni binomie il di 
cui grado sia un numero primo, e si. dimostra che 
le equazioni ausiliarie sono sempre risolubili alge- 
bricamente. 

Qualora però il grado dell’equazione sia un nu- 
mero primo » della forma 2” 1, le equazioni 
ausiliarie potranno essere tutte di 2.° grado, per 
cui le formole di risoluzione conteranno solo ra- 
dicali quadratici: così appunto succede, come ab- 
biamovisto, per p =—5'2 925800 é0pi='17 = 242540 

Notiamo però che la chiave di volta del metodo 
stesso consiste principalmente in uno speciale or- 
dinamento delle radici primitive dell’ equazione 
che vien fatto con l’aiuto delle radici primitive 
di un numero primo. 

Ecco quindi un esempio dell’influenza che le 
proprietà del numero intero ‘hanno nei fatti alge- 
brici. 


e” 


CAPITOLO VII. 


CENNO SUL PROBLEMA DELLA DIVISIONE 
DELLA CIRCONFERENZA IN PARTI UGUALI. 


1. Cominciamo con l’osservare che il proble- 
ma della divisione della circonferenza in un dato 
numero » di parti eguali si può sempre ridurre al 
caso di un numero dispari. 

Difatti se n non è dispari, sia n == 2" n’ essendo 
n' dispari: divisa la circonferenza in n’ parti eguali 
basterà allora suddividere ciascun arco in 2” parti 
eguali, la qual ultima operazione si potrà sempre 
effettuare mediante successive bisezioni, ed il pro- 
blema sarà completamente risolto. 

Ciò premesso, supponiamo divisa la circonfe- 
renza in » parti eguali nei punti a) 4a... @n. Con- 
tando a partire da a, e sempre nella stessa dire- 
zione gli archi di m in m, è manifesto che ritor- 
neremo al punto di partenza solo dopo di aver 
contato un numero d’archi eguale al minimo co- 
mune multiplo di m ed n. Per ciò se m è divi- 
sore di n e siha n= m. £, ritorneremo in a) dopo 
aver contati » archi, vale a dire dopo aver per- 
corsa la circonferenza una sola volta, e congiun- 
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gendo allora il @, con am+1, 0m+2 con 
A2m+1, + + + Uk-1)m+1 


con d;, otterremo così un poligono regolare con- 
vesso di n: m = È lati. 

Se m non divide n ed è è il loro massimo co- 
mun divisore si avrà un poligono regolare stellato 
di n: è lati. * 

Se in fine è è= 1 cioè m ed » sono primi tra 
loro, innanzi di arrivare al punto di partenza bi- 
sognerà contare m .n archi e percorrere quindi mm 
volte l’intera circonferenza passando per tutti i 
punti di divisione: congiungendo. allora a, con 
Am+1, Om+1 CON d2m+1... e così via di seguito si 
ottiene un poligono regolare stellato di » lati che 
ha i vertici nei punti a) 49... An. 

I numeri inferiori ad » e primi con n sono dati 
dalla funzione 9 (n); ed a primo aspetto sembre- 
rebbe che fossero 9 (n) i poligoni di » lati iscri- 
vibili in una circonferenza, ma è facile convincersi 


AI Mure 
ehe sono solo in numero di Cui (n) poichè coin- 


cideranno, quantunque risultino descritti in senso 
inverso, i poligoni corrispondenti ad 


m=l,m=n—-1;m=2m=n-—-2 


e così via di seguito. 

Di questi poligoni uno, cioè quello che corri- 
sponde ad m= 1, è convesso ed i.rimanenti sono 
stellati. 


* Vedi Cap. 1°, N. 20, 
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_ 





Se ora si suppone noto il lato di uno qualunque 
di tali poligoni, adattandolo successivamente nella 
circonferenza fino a ritornare al punto di partenza 
si otterrà un poligono regolare iscritto di » lati 
ed i suoi vertici divideranno la circonferenza in # 
parti eguali. 

E quindi palese come il problema della divi- 
sione della circonferenza sia così ridotto alla co- 
struzione del lato di uno qualunque dei predetti 
poligoni. 

2.° Sia ora n= p un numero primo: in questa ipo- 


; 1 SHE iii 
tesi saranno 3 (p—1)i differenti poligoni rego- 


lari di p lati inscrivibili nella circonferenza. Col 
sussidio della trigonometria si trova subito che i 
loro lati: 


2 2 


avranno rispettivamente i valori: 
dr dedi 








2 sen 4 iù 2 sen 


i quali notando che: 
sen (x —«)=sen« 
si potranno esprimere anche nel modo seguente: 


p_127 
pi è 


SCARPIS. 10 








2 sen 
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2 sen? Mia cl; 2 sent Sr 
LS 1, 4 

se © = è numero pari, oppure nell’ altro : 
2 sen È DIA Lit) Dion S0 2 sen Dr tei 

2 p D RIT 

PIT Bart D SOT eta e 
p 4 

se di è dispari. 





N . . ° — 1 . 
E manifesto che le due serie di P numeri 


differenti ciascuna, 





3; Da Da 4 
pil Apa da 3 9 po 
2 e SAST Aa 4 
pur ea 6 
coincidono con la serie di 9 numeri succes- . 
BIVI lo; BL Za e si conclude quindi che 





2 
i lati dei poligoni sono espressi, benchè in altro 
ordine, dalle quantità: 





E iii A i. 
P P p 
para ii: 
2 p 
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‘ Considerando ora che: 





(È FOR a a aa 
sen2— = sen(p A, 
p 
DZ | gi 
sen ——— — == — sen A A gt NS 
p z p 
ono ha LT 
2 p 


si vede che, nel sistema di (p — 1) numeri: 
DT DIA 
2 sen —, 2sen2-—, ...2sen(p — 1) A 
P p p 


1 valori dei singoli lati a, aa, 4; a7"'..G; doti 
astrazione fatta dal segno, si trogeranna eo 
ciascuno due volte. 

Consideriamo ora il sistema di numeri com- 
plessi: 


2 i 2 2 2 
PRE sanà cos2 È" + isen 2 nti 3 
p p p p 

ET 


2 
costo — +, 48601 Ws. 
p P 


Questi, come abbiamo visto al Capitolo prece- 
dente, sono radici dell'equazione 22 =1 per cui 
supposto che sia determinata l’espressione alge- 
brica a | ;0 di una qualunque di esse, sarà allora 
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per un certo valore di %: 
2 | 2 
a+ ib=cos PELI k cs 
p P 
e quindi: 


2 
Ti) — con = $en Le 
P p 


2 
Ma 2senk 4 è, in valore assoluto, il lato di 


epr d SAR RA: si 
uno dei 2 poligoni regolari di p lati inscrivi- 


bile nel cerchio di raggio uno, per cui costruito 
che si abbia un segmento 25, per quanto si è 
detto possiamo considerare divisa la circonferenza 
in p parti eguali. 

Il problema della divisione del cerchio in p parti 
eguali dipende adunque analiticamente dalla solu- 
zione algebrica dell’equazione 22 = 1, e geometri- 
camente dalla costruzione del segmento 5 oppure, 
ciò che fa lo stesso, del segmento a poichè da 
quest’ultimo si può ricavare il primo mediante la 
relazione: 


sena=\1- cosa. 
Esempio 1.°: 
p=3,.a—1=(ax — LU(a*+x+1)=0. 
L'equazione: 


a +ta+1=0 
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ha le radici: 














O: nuhi 
e ponendo 
ARIE 
sl ottiene: 
ie: ii, enter 2 
3 2° 3 dA 
Esempio 2.°: 
perbene (x DI 284 LI)0. 


La precedente equazione è già stata risolta al 
Cap. VI, e si è trovato: 

















A SORGONO Ea 
x = COS + è ser ai i 
v 4 
Vi0=3V5 
+0 4 
cioè: 
SiLiniga asolo dr 
COS SETTA: sen =" 
id 4 y 


cVao+2y5. 
sa 4 
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Esempio 3.9, p==17. Abbiamo trovato al Capi- 
tolo precedente, come radice di x! =1: 


Gan s \ oi So a ai 


17 17 
" ; : , nok 
ed essendo n reale ed imaginaria y (T Ego. 
risulta così: 
coi 2ka LEA 2ka (2) Mg 
DIVA AREA de 


dopo di che si può considerare noto il valore del 
lato di uno degli 8 poligoni regolari di 17 lati 
iscrivibili nella circonferenza. Per quanto riguarda 
la costruzione geometrica, osserviamo intanto che 
si potrà ritenere come determinato graficamente 


n 


17 
ligoni, tosto che si sia costruito un segmento 7% 
che come abbian visto è quantità reale. 

L'espressione numerica di n, è piuttosto com- 
plicata, ed invece di costruirla direttamente è pre- 
feribile prender le mosse dalla costruzione dei pe- 
riodi 20, 7) per poi passare a quella dei sottope- 
riodi 9, 23 ed arrivare così a quella di 0. 

Tali operazioni geometriche sono possibili in 
questo caso perchè la quantità 709, 91, 70/3 22/4 71,93 
sono reali e contengono solo radicali quadratici. 

Si dovranno -per ciò eseguire le seguenti ope- 
razioni geometriche: 





sen e quindi il lato di uno dei predetti po- 
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a) Costruire due segmenti in valore assoluto: 


SINESVAlT 2 Mg ona 
i zi pu dle 





6) Costruire: 


Mora Mi ii VIZI, 
Aeg" 4 8 


MIT zii 
Va = 4 > IENA È 


c) Determinare un segmento: 


n IGO 
tI 0 0 ey 
vii = — ur ar A 


FAMA II 2kn , 
Noto che sia n è individuato cos -——-— è per 


17 


2krq E 
ciò anche 2 sen tr vale a dire illato richiesto. 


Osservazione: “La possibilità di costrui i lati 
dei poligoni regolari di 3, 5, 17 lati vale a dire di 
dividere la circonferenza in altrettanti parti eguali, 
dipende dal fatto che i numeri 3, 5, 17 sono della 
forma 2” + 1 e quindi le espressioni algebriche 
dei lati di tali poligoni, contengono solo radicali 
quadratici e sono quindi costruibili con la sola riga 
e compasso. 

Jl primo numero primo che s'incontra dopo il 
17 della forma 2" +1èil 257; è quindi pure pos- 
sibile dividere la circonferenza in 257 parti eguali 
col solo sussidio e della geometria elementare. 


DI 
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Fino al giorno d’oggi non si sono scoperti altri 
numeri primi di tale forma oltre il 65537; per cui 
la formula più generale che si conosca dal nu- 
mero dei lati dei poligoni iscrittibili è dato da: 


gm 8, ba. 17, 257, 6553725 
dove m può essere un intero qualunque, ed 
Mi; Maj. . Mg 
possono avere il valore 0 od il valore 1(*). 
(*) Qualora si sappia dividere la circonferenza in m ed 
in » parti eguali essendo w, primi tra loro; per dividerla 


in mn parti basterà determinare due interi positivi #,y pei 
quali si abbia: 





cioè: 
ne—-my=l 


cosa questa sempre possibile nell'ipotesi di 7, primi tra 
loro. 
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La collezione dei Manuali Hoepli, iniziata col fine di 
volgarizzare i principii delle Scienze, delle Lettere e 
è delle Arti, deve il suo grandissimo successo al concorso 
Î dei più autorevoli scienziati e letterati d’Italia ed ha 





esa» AA come A 


ormai conseguito, mercè la sua eccezionale diffusione, 
uno sviluppo di più che quattrocento volumi, per cui 
i si è dovuto classificarla per serie, come segue: 


da 





Serie Scientifica, Storica, Letteraria, 
Giuridica e Linguistica (a L. 1,50 il volume) 
+ pei Manuali che trattano le scienze e gli studi letterari. 


SERIE PRATICA (aL. 2 il volume) 


*) pei Manuali che trattano le industrie agricole, manifattu- 
| riere e gli argomenti che si riferiscono alla vita pratica. 


SERIE ARTEISTECA (a L. 2 il volume) 


$ pei Manuali che trattano le arti e le industrie artistiche 
nella loro storia e neile loro applicazioni pratiche. 


SERIE SPECIALE 


pei Manuali che si riferiscono a qualsiasi argomento, $ò 

ma che per la mole e per la straordinaria abbondanza 

di incisioni, non potevano essere classificati in una 
delle serie suddette, a prezzo determinato. ss 
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Tutti i Manuali Hoepli sono elegantemente legati in tela. 
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AVVERTENZA 


Tutti i MANUALI HOEPLI si spediscono franco 
di porto nel Regno. — Chi desidera ricevere i volumi 
raccomandati, onde evitare lo smarrimento, è pregato di 


aggiungere la sopratassa di raccomandazione. 








ELENCO DEI MANUALI HOEPLI 


Publicati sino al 1 Maggio 1896 








Liiics 

Abitazioni (Le) degli animali domestici, di U, 
BaRpPI, con oltre 10u incisioni. (In lavoro). 

Acque (Le) minerali e termali del Regno d’Italia, 
di Lureir TroLI. Topografia — Analisi — Elenchi — 
Denominazione delle acque — Malattie per le quali si 
prescrivono — Comuni in cui scaturiscono — Stabili- 
menti e loro proprietarîì — Acque e fanghi in com- 
mercio — Negozianti d'acque minerali, di pag. xx11-552. 5 50 

Adulterazione e falsificazione degli alimenti, del 
Dott. Prof. L. GABBA, di pag. vin-212. .... _.2— 

Agricoltura. Vedi Abitazioni animali domestici — 
Agronomia — Alimentazione del bestiame — Ani- 
mali da cortile — Apicoltura — Bacologîia — 
Bestiame e l'agricoltura — Botanica — Cantiniere 
— Caseificio — Catasto italiano — Cavallo — Chi- 
mica agraria — Colombi — Coltivazione piante 
tessili — Computisteria agraria — Concimi — Con- 
tabilità agraria — Economia fabbricati rurali — 
Enologia — Estimo rurale — Floricoltura — Fru- 
mento e mais — Frutta minori — Frutticoltura 
— Funghi e tartufi — Gelsicoltura — Geometria 
pratica — Humus — Igiene rurale — Igiene veteri- 
naria — Insetti nocivi — Insetti utili — Latte, burro 
e cacio — Legislazione rurale — Macchine agr icole — 
Malattie crittogamiche delle piante erbacee coltivate 
— Malattie dei vini — Mezzeria — Molini'— Olivo 
ed olio — Olii vegetali, animali e minerali — Orti- 
coltura — Piante e fiori — Piante industriali. — 
Piante tessili — Pollicoltura — Pomoloaia artificiale 
— Porcicoltura — Prato — Prodotti agricoli del Tro- 
pico — Selvicoltura — Tabacco — Triangolazioni 
topografiche e catastali — Uva passa —— Uva da ta- 
vola — Vino — Viticoltura — Zootecnia. 
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Lite 
Agronomia, del Prof. F. CarEGA DI MUuURICCE, 3° ee. 
riveduta ed ampliata dall'autore, di pag. x1Ix-210 . .1 50 
Alcoel (Fabbricazione e materie prime), di F. CANTA- 
MESSA, di pag. xII-307, con 24 incisioni. . . +... .9 — 
Algebra coniplementare, di PINCHERLE: 
Parte I. Analisi algebrica, di pag. viri-174 ..... 150 
Parte II. Teoria delle equazioni, di pag. 1v-170 con 
4 incisioni nel testo ... PA OI Did 
Algebra elementare, di PINCHERLE, 6° ed. p. ‘ vinr-210 150 
— Vedi Esercizi di algebra. 


Alimentazione. — Vedi Adulterazione alimenti — 
Conserve alimentari ‘— Frumento e mais — Latte, 
burro e cacio. — :Panificazione razionale. 


Alimentazione, di G. STRAFFORELLO; di pag. vimi-122,:2 + 
Alimentazione del bestiame, di T. Poagt. (In lav.) 
Alpi (Le), di J. BALL, trad. di I Cremona, pag. vi-120, 1 50 
— Vedi Dizionario alpino — Prealpi. 
Amministrazione. — Vedi Contabilità. 
Analisi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del 
Dott. M. BARTH, con pref. del Dott. I. Nessler, trad. 
del Prof. D. F. C. Comboni, di pag. 142 cen 7 incis. 2 — 
— Vedi anche Alcool — Cantiniere — Cognac Enos è è 
logia — Liquorista — Malattie dei vini — Vino 
— Viticoltura. 
Analisi volumetrica applicata specialmente ai pro- 
dotti commerciali e industriali, di P. E. ALESSANDRI, 
di pag. x-341 con 52 incisioni. . +. : +4 50 
Anatomia. — Vedi anche Animali Paraglali — < Bat: 
teriologia — Coleotteri — Embriologia — Fisiologia 
— Imbalsamatore — Insetti — Lepidotteri — Pro- 
tistologia — Zoologia. 
Anatomiae fisiologia comparata, del Prof.R. Besta, 
di pag. VII-218 con 34 incisioni. .. . diet DO 
Anatomia microscopica (Tecnica di), giri! Pra D 
CARAZZI, di’ pag. X1-211, con b'incisioni. + 00.00 1 50 
Anatomia pittorica; di A. LOMBARDINI, pag. VI- 118, 
con 39 incisioni. . . VR 
Anatomia topografica (Gempbadib: di): del "Dott, 
Prof. C. FALCONE, di pag. xvi-395, con, 30 incisioni . 
(volume doppio). ... ,.. tri A a ee 
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Ere 
Auatumia vegetale, del Prof. A. TOGNINI, con molte 
illustrazioni. (In lavoro). 
Animali (Gli) parassiti dell’uomo, del Prot. F. MeR- 
CANTI, di pag. Iv-179, con 33 incisioni , ‘ ; 
Animali da cortile, del Prof, P. BoNIZZI, di Dad. xIV- 





238 con 39 incisioni . . + «3 — 

— Vedi anche Bestiame — Vatiai — 0 ralioL —_ Ca 
lombi — Coniglicoltura — Pollicoltura —. Porci- 
coltura. 


Antichità private dei romani, del Prot. W. Kopp, 
traduzione del Prof. N. Morésnbi, 2° edizione, di pa- 
gine xII-130.... seno die V0 

Antropologia, del Prof. i CANESTRINI, 9a ediz., ri. 
veduta ed ampliata, di pag. viri-232, con 28 incisioni. 1 50 

— V. anche Etnografia — Fisiologia — Palevetnologia. 

Apicoltura razionale, del Prof. G. CANESTRINI, 2° 
edizione riveduta di pag. 1v-196, con 43 incisioni. .2 — 

Arabo volgare (Manuale di), di De STtERLICA e Dig 
KHappaa. Raccolta di 1200 vocaboli e 600 frasi più 
usuali, 2* edizione. (In lavoro). 

Araldica (Grammatica), di F. TRIBOLATI, 3° edizione, 

di pag. vixi-120, con 98 incisioni e un'appendice sulle 
“ Livree , . . «200 

Archeologia. — Vedi Antichità private dei romani 
— Archeologia dell’arte — Monete romane — Nu- 
mismatica — Paleografia — Paleoetnologia. 

Archeologia dell’arte, del Prot. I. GENTILE: 

Partel. Storia dell’arte greca testo, 2* ed. (esaurito). 
» Atlante perl’operasudd.di 149 tavole, indice. 4 — 
Parte II. Storia dell’arte etrusca e romana, testo, 
2° ediz., di pag. IV-228 ... è . . +. 2 
«. Atlante per l’opera sudd. di 79 tavole, indice. 2. — 
Architettura italiana, dell’Arch. A. MELANI, 2 vol., 
di pag. xVIII-214 e XII-266, con 46 tavole e 113 jar, 
2° edizione. . . .6 
I. Architet. Pelasgica, Firusca, Italo: Greca e Rogiant: 
II Architettura Medioevale fino alla Contemporanea. 

Aritmetica pratica, del Dott. F. PANIZZA, di pa- 
gine viri-188.,.. . . 

Aritmetica razionale, * del Prof. Dott. F. PANIZZA, 
IRR DR ATTS i i nt i DÒ 
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Tuci 
Armonia (Manuele di), di G. BerNARDI. (In lavoro). 
— Vedi anche Ca ntante — Pianista — Strumenti ad 
arco — Storia della musica — Strumentazione. 
Arte del dire (L’), del Prof. D. FERRARI, 3° wr 
corretta ed ampliata, di pag. x1mr-246. . . . . 1 50 
— Vedi anche Rettorica — Ritmica — Stilistica.” 
Arte mineraria, dell'Ing. Prof. V. ZoPPETTI, di pa- 
gine Iv-182, con 112 figure in 14 tavole. . . . .2- 
Arti (Le) grafiche fotomeccaniche ossia la Elio- î 
grafia nelle diverse applicazioni (Fotozincotipia, foto- 
zincografia, fotolitografia, fotocollografia, fotosilografia, 
ecc.), con un cenno storico sulle arti grafiche e un 
Dizionarietto tecnico ; 2* ediz. corretta ed accresciuta, 
con molte illustrioni; pag. vit-197 con 12 tav. illustrate. 2 — 
— Vedi anche Dizionario fotografico — Fotografia 
per dilettanti — Fotocromatografia — Fotografia 
ortocromatica — Litografia — Ricettario fotografico. 
Asfalto (L’), fabbricazione - applicazione, dell'Ing. E. RI- 
GHETTI, con 22 incisioni, di pag. vini-1592 . . ...2— 
Assicurazione sulla vita, di C. PAGANI, di p. vi-152. 1 50 
Assistenza degli infermi nell’Ospedale ed in fa- 
maiglia, del Dott. C. eg o di pag. XXIV-448, con 
7 tavole. . . . 4 50 
— Vedi anche Igiene” _ | Medicatura antisettica _ 
Soccorsi urgenza. 
Astronomia, di J. N. LOCKYER, rifatta e riveduta dal 
Prof. G. CELORIA, 48 ediz. di pag. xvi-258 con 51 inc. 1 50 
— Vedi anche Cosmografia — Gnomonica — Gravita- 
zione — Ottica — Spettroscopio. 
Atlante geografico-storico dell’ Italia, del Dott. 
G. GAROLLO, 24 carte, 76 pag. di testo e un’ Appendice. 2 — 
Atlante geografico universale, di KIEPERT, con no- 
tizie geografiche e statistiche del Dott. G. GaROLLO, 
8° ediz. (dalla 70000 alla 80000 copia), 25 carte, 88 pa- 
gine di testo . . î Prairie 
Atmosfera. — Vedi: Climatologia — *Tyroseobî — 
Meteorolosia — Sismolugia. 
Attrezzatura, manovra delle navi e segnalazioni 
marittime, di F. IMPERATO, di pag. xXII-360, con 
fig. 232 nel testo e xv tavole litografate . . . . .4 50 
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— Vedi anche Dove.i del macchinisia navale — In- 
gegnere navale — Filonauta — Macchinista navale 
— Marino. 
Aviceltura. — Vedi Animali da cortile — Colombi 
domestici — Pollicoltura. 
Bachi da seta, del Prot. T. NENCI, di pag. vI-276, 
2* ediz., con 41 incisioni e 2 tavole . . . .2— 
— Vedi anche Gelsicoltura — Industria della seta 
— Tintura della seta. 
Balistica. — Vedi Asplodenti — Manuale dell’ Uffi- 
ciale — Pirotecnia — Storia dell’arte militare an- 
tica e moderna. 
Batteriologia, dei Prof. G. e R. CANESTRINI, 2° ediz. 
in gran parte rifatta, di pag. x-274 con 837 incisioni. 1 50 
— Vedi anche Anatomia microscopica — Animali 
parassiti — Microscopio — Protistologia. 
Belle arti. — Vedi Anatomia pittorica — Archi- 
tettura ‘italiana — Calligrafia — Ceramiche — Co- 
lori e pittura — Colori e vernici — Decorazioni 
— Disegno — Disegno geometrico — Litografia — 
Monogrammi — Ornatista — Pittura — Raccogli- 
tore — Ristauratore dei dipinti — Scoltura. 
Bestiame. — Vedi Abitazioni — Alimentazione — 
Animali da cortile — Cune — Cavallo — Colombi 
domestici — Comiglicoltura — Igiene veterinaria — 
Pollicoltura — Porcicoltura — Zoote nia. 
Bestiame (I) e l’agricoltura in Rtaiia, del Prof, F. 
ALBERTI, di pag. VI—I-312, con 22 zincotipie . . . .2 50 


Biancheria. — Vedi Disegno, taglio e confezione 
di biancheria — Macchine da cucire — Mono- 
grammi. 


Eibbia (Manuale della), di S. M. ZAMpPINI, di pa- 
gine xII1-308 . 7 
Bibliografia, di G. OrmINO, 9° ediz., ‘riveduta di pa- 
gine vi-166, con 17 incisioni .° .. +. sere ne è die 

— Vedi Fazionario bibli grafico. 

Bibliotecario (Manuale del), di PETZHOLDT, tradu- 
zione di G. BragI e G. FUMAGALLI, di pag. xx-364 con 
nrappendice.dìi pag. 213,, sie aferrialà, selena 

— Vedi Dizionario bibliografico. 


DI 
S 


8 Elenco dei Manuali Hoeplì. 





L. c. 
Biliardo (Il giuoco del), di J. GELLI, di pag. xv-179 
con 79 illustrazioni . . ‘200 
Biografia. — Vedi Cristoforo Colombo — — Dantologia 
— Omero — Shakespeare. 
Borsa (Operazioni di). — Vedi Debito pubblico — Va- 
lori pubblici. 
Botanica, del Prot. I. D. HooxER, traduz. del Prof. N. 
Pepicino, 4° edizione, di pag. xIv-134, con 68 inc. 1 50 
Bromatologia. — Vedi Adulterazione — Alimenta- 
zione — Cunserve alimentari — Frumento e mais 
— Latte, burro e cacio — Panificazione. 
Burro. — Vedi Latte — Caseificio. 
Cacciatore (Manuale del), di G. FRANCESCHI, di pa- 
gine vIII-268, con 10 tavole e 14 incisioni nel testo. 2 50 
Calci e Cementi (Impiego delle), per l'Ing. L. MAz- 
zoccHi, di pag. XII-212 con 49 incisioni. . ... . .2— 
Calcolo infinitesimale, del Prof. E. PascaL: —. 
Parte I. Calcolo differenziale, di pag. 1x-316 con 10 


incisioni (volume doppio). . .3 — 
Parte II. Calcolo integrale, di ‘pae. ‘Vi-318 cori 545 
incisioni (volume doppio). . . . Nut da 2 


— Vedi Esercizi applicati al calcolo — “Fiumziohi el- 
littiche — Determinanti e applicazioni. 

Calligrafia (Manuale di), Cenno storico, cifre nume- 
riche, materiale adoperato per la scrittura e metodo 
d'insegnamento, con 69 tavole di modelli dei principali 
caratteri conformi ai programmi governativi del Pro- 
fessore R. PERCOSSI, con 39 fac-simili di scritture, 
elegantemente legato, tascabile, con leggio annesso al 
manuale per tenere il modello . . . leali dai n 

— Vedi anche Monogrammi — destato 

Calore (11), del Dott. E. Jones, trad. di U. FORNARI, 

di pag. VIri-296 con 98 incisioni (volume doppio) . .3 — 

Cane (Manuale dell’allevatore del), con molte tavole, 

di AnGeLo VeccuHIo. (In lavoro). 

Cantante (Manuale del), di L. MAsTRIGLI, di p. x11-132. 2 — 

Cantiniere. Lavori di cantina mese per mese, dell’Inge- 
gnere A. StRUCCHI, di pag. vir-172 con 30 incisioni. 2 — 

Cartografia (Manuale teorico-pratico della), con un 
sunto sulla storia della Cartografia, del Prof. E. GEL- 
CICH, di pag. vI-297, con 37 illustrazioni . . . . .2— 
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Lage 
— Vedi anche Celerimensura — Disegno topografico 
— Telemetria — Triangolazione. 
Caseificio, di L. MANETTI, 2* edizione, completamente 
rifatta di SARTORI, di pagine Iv-212, con 34 incisioni. 2 — 
— Vedi anche Bestiame — Latte, burro e cacio. 
Cataste (Il nuovo) italiane, dell'Avv. E. BrunI, di 








pag. XII-346, vol. doppio. . +. 8 — 
| Cavallo (Il), del Ten. Molonitaltà ‘c. ‘VOLPINI, ‘9a ate « 
di'pap. vir-100,"con Sttavole. tini. Se Ia DO 


— Vedi Proverbi. 

Cavi telegrafici sottomarini. Costruzione, immer- 
sione. riparazione, dell'Ing. E. Jona, di pag. xVI-338, con 
188 fig. e 1 carta delle comunic. telegraf. sottomarine. 5 50 

Celerimensura (Manuale pratico di), e tavole loga- 
ritmiche a quattro decimali dell'Ing. F. BoRLETTI, 
di pag. vI-148 con 29 incisioni . 

Celerimensura (Manuale e tavole di) dell'Ing. G. Or. 
LANDI, di p. 1200 con quadro generale d’interpolazioni. 18 — 


— Vedi anche Cartografia — Compensazione degli 
errori — Disegno topografico — Geometria pratica 
— Telemetria. 


Cemento. — Vedi Calce e cemento. 
Cementazione. — Vedi Tempera. 
'Ceralacche. — Vedi Vernici e lacche. 
Ceramiche, majoliche, vetri e porcellane (Guida 
per il raccoglitore di), del Conte L. De MauRI. (In lav.). 
Chimica, del Prot. H. E. RoscoE, traduzione del 
Prot. A. PavesI, di pag. vi-124, con 36 inc., 4* ediz. 1 50 
— Vedi anche A/cool — Analisi del vino — Analisi 
volumetrica — Chimica — Chimica agraria — Chi- 
mico industriale — Cognac — Concimi — Farma- 
cista — Infezione, disinfezione — Latte, burro. 
Chimica agraria, del Dott. A. Apucco, di p. vi-328. 2 50 
Chimico (Manuale del) e dell’ industriale, ad uso 
dei Chimici analitici e tecnici,-degli industriali, ecc., 
del Dott. Prof. L. GaBBA, 22 ediz. (In lavoro). 
Chirurgia. — Vedi Anatomia topografica — Assi- 
stenza infermi — Igiene — Medicatura antisettica 
— Soccorsi urgenza. 
Ciclista (Manuale del), di A. GALANTE, riccamente . 
“illustrato, 2* ediz. (In lavoro). 
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Dato | 
Climatologia, di L. De MARCHI, p. x-204, con 6 carte 1 DU | 
— Vedi anche Zgroscopî — Meteorologia — Sismologia. 
Codici e leggi usuali d’Etalia, riscontrati sul testo 
ufficiale e coordinati sotto la direzione dell'Avv. LuIGi 
FraNcHI. (In lavoro). 
Codice civile, secondo il testo ufficiale. (In lavoro). 
Codice commerciale, secondo il te-to uffi -iale. (Inlav.). 
Codice di procedura civile, secondo il testo uffi- 
ciale. (In lavoro). 
Codice penale, secondo il testo ufficiale. (In lavoro). 
Codice di procedura penale, secondo il testo uffi- 
ciale. (In lavoro). 
Raccolta delle leggi usuali. (In un solo vol. In lav.). 
Codice cavalleresco italiano (Tecnica del duello), 
opera premiata con medaglia d’oro, del cav. J. GELLI, 
Sa ediz. riveduta di pag. xv-272 (Vedi Duellante) . 2 50 
Codice doganale italiano con commento e note, 
dell'Avv. E. BruNI, di pag. xx-1078 con 4 incisioni. 6 50 
Cognac (Fabbricazione del) e dello spirito di vino 
e distillazione delle fecce e delle vinacce, di 
Dar Piaz-pI Prato, di pag. x-168, con 37 incisioni. 2 — 
Coleotteri italiani, del Dott. A. GRIFFINI, p. XVI-334 





con 215 incisioni LA doppio) . . . vane 
Colombi domestici e colombicoltura, del Prot. P, 
Bontzzi. di pag. vi-210, con 29 incisioni. . . .9- 


— Vedi anche Bestiame — Cane — Cavallo — Coni- 
glicoltura — Pullicoltura — Porcicoltura. 
Colori e la pittura (La scienza dei), del Prof.L.GuAITA, 
di-pas isa. ua RT Ù } RE DES 
Colori e vernici, di G. GORINI, Za edite. iptal mensa 
rifatta, per l’Ing. G. SERA di pag. x-282, con 18 
incisioni. . RP ne 
-— Vedi anche Fotogr afia. —- sul aree e ao Laga Vernici, 
Coltivazione ed industrie delie piante tessili, 
propriamente dette e di quelle che danno materia per 
legacci, lavori d’intreccio, sparteria, spazzole, scope, 
carta, ece., coll'aggiunta di un Dizionario delle piante 
ed industrie tessili, di oltre 3000 voci, del Prot. M. 
A, SAVORGNAN D'Osoppo, di pag. xr1-476, con 72 inc. 6 — 
Compensazione degli erreri con speciale applica. . 
ziono ai rilievi geodetici, di F. CROTTI, pag. 1v-160, 2 - 
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Tu 
Compositore-Tipografo (Manuale dell'allievo), di 
S. LanpI. — Vedi Tipografia, vol. II. 
Computisteria, del Prot. V. GITTI, vol. I Computi- 
steria commerciale, 3* ediz., di pag. vi-168. . .. .150 
— Vol. II. Computisteria finanziaria, di pag. vi-156. 1 50 
Computisteria agraria, del Prof. L. PETRI, di pa- 
RT O DIE ERA 0) e a e n al ATO 
— Vedi Contabilità. 
Concia delle pelli ed arti affini, di G. GORINI, 
3° edizione interamente rifatta dai Dott. G. B. FRAN- 
cEscHI e G. VENTUROLI, di pag. Ix-210. .... .2— 
Conciliatore (Manuale del), dell'Avv. G. PATTACINI. 
Guida teorico-pratica con formulario completo pel Con- 
ciliatore, Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di cause. 
3 ediz. tutta riveduta ed ampliata dall'autore e messa 
in armonia con l’ultima legge 28 luglio 1895. p. x-465 3 — 
Ceoncimi, del Prot. A. Funaro. di pag. vit-253 . , .2— 
Confezione d'abiti per signora. — Vedi Disegno, 
taglio e confezione di biancheria. 
Coniglicoltura pratica, di G. LiccrarDELLI. (In lav.). 
Conserve alimentari, di G. GORINI, 3* ediz. intera- 
mente rifatta dai Dott. G. B. FRANCESCHI e G. VEN- 
EROI di pag: VITI-290 Me AI .d_- 
Contabilità. — Vedi Computisteria commerciale — 
Computisteria finanziaria — Computisteria agraria 
— Contabilità comunale — Contabilità generale dello 
stato — Interessi e sconti — Logismografia — Paga 
giornaliera — Ragioneria — Ragioneria delle Coo- 


perative — Ragioneria industriale — Scritture 
d'affari — Società di mutuo soccorso — Valori 
pubblici. 


Contabilità comunale, secondo le nuove disposizioni 
legislative e regolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 
e R. Decreto 6 luglio 1890, del Prot. A. De BRUN, 


di pag. vitI-244 , . . 1 50 
Contabilità generale dello Stato, dell’ Avv E. 
BRUNI, pag. x11-422 (vol. doppio) . . + .39 — 


Cosmografia. Uno sguardo all’ Universo, dt B. M. 
LA toda di pag. x1I-197, con 11 incisioni e 3 tavole. 1 50 
Costituzione degli stati. — Vedi Dirittà e doveri 
— Ordinamento. 
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Costruttare navale (Manuale del), di G. Rossi. In 

la voro) 

Cristallegrafia geometrica, fisica e chimica ap- 
plicata ai minerali, del Prof. F. SANSONI, di p. xv1-368, 

con 284 incisioni nel testo (vol. doppio). . +. è. .3 — 
— Vedi Geologia — Mineralogia. 

Cristoforo Colombe, di V. BELLIO, con 10 incisioni, 

di. pag. IV-196 sara nnt EDO 
Crittogame. — Vedi Malattie crittogamiche. 
Crittografia (La) diplomatica, militare e commerciale, 

ossia l’arte di cifrare o decifrare le corrispondenze 

segrete, del Conte L. GIoppi. (In lavoro). 
Crenolegia. — Vedi Sforia e cronologia. 
Cubatura dei legnami (Prontuario per la), di G. BEL- 

LUOMINI. 3° ediz. aumentata e corretta, di pag. 204. 2 50 
Curve. Manuale pel tracciamento delle curve delle Fer- 

rovie e Strade carrettiere di G. H. KR6HNKE, tradu- 

zione di L. LoRrIa, 2° edizione, di pag. 164, con l1tav. 2 50 
Dantologia, di G. A. SCARTAZZINI, 2° ediz. Vita ed 

Opere di Dante Alighieri, di pag. vi-408 (vol. doppio) 3 — 
Bebito (Il) pubblico italiano e le regole e i modi per 

le operazioni sui titoli che lo rappresentano, di F. Az- 

ZONI. di pag. vIII-376 (vol, doppio). +. +. è. è. +. +9 — 
— Vedi Operazioni di borsa. 

Decorazione e industrie artistiche, dell’Arch. A. 

MELANI, 2 vol., di complessive pagine xx-460, con 

118 incisioni . . , .6 
Determinanti e applicazioni, ‘del Prof. E. Pascat, 

{In lavoro). 

— Vedi Calcolo infinitesimale — Esercizi di calcolo 

— Funzioni ellittiche. 

Didattica per gli alunni delle scuole normali e pei mae- 

stri elementari del Prot. G. SoLi, di pag. vii-214 .1 
Digesto (Il), di C. FERRINI, di pag. Iv-134. . . +. .1 
Dinamica elementare, del Dott. C. CATTANEO, di 

pag. viri-146, con 25 figure i è ee 000000008 + 14.50 
— Vedi Termodinamica, 

Diritti e doveri dei cittadini, secondo le Istituzioni 

dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, del Prot. DD. 

MAFFIOLI, 8° ed., di pag. XVI-206... +... + +. +1 50 


50 
D0 


Elenco dei Manuali Hoepli. 13 


ALOE, 





Diritto amministrative giusta i prorrammi governa- 

tivi, ad uso degli Istituti tecnici, del Prot. G, Loris, 

2* edizione, di pag. xxXT1-906 (volume doppio). . . .3 — 
— Vedi anche Legge comunale — Contabilità comu- 

nale. 

Diritto civile (Compendio di), del Prof. G. Lorrs, giusta 

i programmi governativi ad uso degli Istituti Tecnici, 

di pag. xvI-836 ‘volume doppio). . . cd — 
Diritto civile italiano, del Prot. 0. ALBICINI, Di vilr: 198 1.50 
Diritto commerciale italiano, di E. VIDpARI, di 

pag. x-514 ‘volume doppio). . . . +... +... .3— 
— Vedi Mandato. 

Diritto comunale e provinciale. — Vedi Diritto 


amministrativo — Legge comunale — Cuntabilità 
comunale. 

Diritto costituzionale, di F. P. ContuUZZI, 2* ediz., 
di pag. XVi-370 (volume doppio). . + 9 


Diritto ecclesiastice, C. OLMO. p. x1T-4792 (vol. doppio) 3 — 
Diritto internazionale privato, dell'Avv. Prof. F. P. 

Contuzzi. di pag. xvi-392 (volume doppio) . . . .3 — 
Diritto internazionale pubblico, dell'Avv. Prot.F.P. 

Contuzzi, di pag. x11-320 (volume doppio). . . . .3 — 
Diritto penale, dell'Avv. A. StoPPATO, di p. viri-192. 1 50 
Diritto romano, del Prot. C. FERRINI, di pag. vimt-132. 1 50 
Disegnatore meccanico e nozioni tecniche generali 

di Aritmetica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resi- 

stenza dei materiali, Apparecchi idraulici, Macchine 

semplici ed a vapore, Propulsori, per V. GorFi, 2* 

ediz. riveduta, di pag. xx1-435, con 363 figure .. . .5 — 
Disegne. I principii del Disegno, del Prot. C. Borro, 

3° ediz., di pag. IV-206. con 61 silografie . . .. .2— 
Disegno assonometrice, del Prot. P. PAOLONI, di pa- 

gine Iv-122 con 21 tavole e 23 figure nel testo. . .2 — 
Disegno geometrico, del Prot. A. ANTILLI, di pa- 

gine Viri-85, 6 figure nel testo e 26 tavole litografiche 2 — 
Disegno industriale, di E. GiorLI. Corso regolare 

di disegno geometrico e delle proiezioni, Degli sviluppi 

delle superfici dei solidi, Della costruzione dei princi- 

pali organi delle macchine, Macchine utensili, di pa- 

gine vin-218, con 206 problemi risolti e 201 figure 2 — 
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Disegno di projezieni ortogonali, del Prof. D. 
LANDI, di pag. vin-152, con 132 incisioni .. + +. +2 50 

Disegno topografice, del Capitano G. BERTELLI., 

2* ediz. di pag. vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni .2 — 
— Vedi anche Cartografia — Celerimensura — Pro- 

spettiva — Telemetria — Triangolazioni. 

Disegno, taglio e confezione di biancheria (Ma- 
nuale teorico pratico di), di E. BONETTI; con un 
Dizionario di nomenclatura, di pag. vItI-216 con 40. tav..3 — 

Disegno, taglio e confezione di abiti da signora, 

di EmiLia Uova, con 40 tavole illustrative . ....3 — 
Disinfezione. — Vedi Infezione. i 
Distillazione. — Vedi Alcool — Analisi del vino — 

Analisi volumetrica — Chimica agraria — Chimico 

— Cognac — Farmacista — Liquorista. 

Ditteri italiani, di PaoLo Lioy (Entomologia III), 

di pag. vii-306, con 227 incisioni (volume doppio). .3 — 
Dizionarie alpine italiano. Parte 1°: Vette e valichi 

italiani, dell'Ing. E. BianAmi-SoRMANI, — Parte 2*: 

Valli lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell'Ing. C. 

SCOLARI di;pag.i XXI-AO celiiiai etti ei 
— Vedi anche Alpi — Prealpi. 

Dizionario Eritreo italiano arabo-amarico, rac- 
colta dei vocaboli più usuali nelle principali lingue par- 
late nella colonia eritrea, di A. ALLORI, p. XXxXuII-203, 2 50 

— Vedi Grammatica galla — Lingue d’ Africa — Tigré. 

Dizionario bibliografico, di U. ARLIA, di pag. 100. 1 50 

— Vedi Bibliografia — Bibliotecario. 

Dizionario Filatelico, per il Raccoglitore di franco- | 
bolli con introduzione storica e bibliografia, di J. 
GELLI, di pag. LXIVA412. . . . . 4.50 

Dizionario fotografico pei dilettanti e professionisti, 
con oltre 1500 voci in 4 linguè, 500 sinonimi, 600 formule, 

di L. GIoPPI, pag. viri-600, con 95 inc. e 10 tav.. .7.50 
— Vedi Arti grafiche — Fotocromatografia — Foto- 

grafia ortocromatica — Fotografia per dilettanti — 

Ricettario fotografico. 

Dizionario geografico universale, del Dott. G. Ga- 
ROLLO. 4 ed. complet. rifatta. Uscirà in autunno 1896. 

Dizionario milanese-italiano e repertorio ita- 
liano-milanese, di CLETTO ARRIGHI, di pag. 912 .8 50 
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Dizionario tecnico italiano, tedesco, francese e 
inglese, dell'Ing. E WEBBER, 4 volumetti. (In lav.). 

Dizionario termini delle corse, di C. VOLPINI, p.47. 1 — 

Dizionario universale delle lingue italiana, te- 
desca, inglese e francese, disposte in un unico 
alfabeto, 1 vol. di pag. 1200 . . . MIR Pa 

Dizionario volapiik. — Vedi Volapiik. 

Dogane. — Vedi Codice doganale — Trasporti e ta- 
riffe. 

Dottrina popolare, in 4 lingue. (Italiana, Francese, 
Inglese e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e 
proverbi, raccolti da G. SESSA, 2° ediz., di pag. Iv-212. 2 — 

Doveri del macchinista navale e condotta della 
macchina a vapore marina ad uso dei macchinisti navali 
e degli Istituti nautici, di M. LIenAROLO, p. xvi-303. 2 50 

Duellante (Manuale del) in appendice al Codice caval- 
leresco. Opera premiata con medaglia d’oro e con 
diploma d'onore, del cav. J. GELLI, 2? edizione, di 


pag. viri-256, con 27 tavole . . . Rot 3-00 
Economia dei fabbricati rurali, di V. NICCOLI, di 
pag. V VI-192. . . . C) ® C) ® . ® C) . CI LTD. np 


— Vedi anche Estimo rurale —_ Legislazione rurale. 
Economia politica, del Prof. W. S. JEvons, traduz. 
del Prot. L. Cossa, 3* ed., riveduta, di pag. x1v-174. 1 50 
— Vedi anche Diritti e doveri — Diritto civile — 
Diritto commerciale — Diritto ecclesiastico — Di- 
ritto internazionale — Diritto penale — Diritto 
romano — Ordinamento degli Stati — Scienza delle 
finanze. 
Edilizia. — Vedi Abitazioni animali domestici — 
Architettura italiana — Asfalto — Calci e cementi 
— Fabbricati civili — Economia fabbricati rurali 
— Fognatura cittadina — Ingegnere civile — Mar- 
mista — Proprietario di case ed opifici — Ricchezza 
mobile — Resistenza dei materiali — Riscaldamento 
e ventilazione degli ambienti abitati — Travi metal- 
liche composte. 
Elettricista (Manuale dell’), di G. CoLompo e R, FER- 
RINI, di pag. viri-204-44, con 40 incisioni . . . . .4— 
Elettricità, del Prot. FLEEMING JENKIN, traduz. del 
Prot. R. FERRINI, di pag. vi-180, con 82 incisioni. 1 50 
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— Vedi Cavi telegrafici sottomarini — Elettricista — 
Galvanoplastica — Illuminazione elettrica — Ma- 
gnetismo ed elettricità — Telefono — Telegrafia — 
Unità assolute. 

Embriolegia e morfologia generale, del Prof. G. 
CATTANEO, di pag. x-212, con 71 incisioni. . . . 1.50 

Enciclopedia Hoepli (Piccola), in 2 volumi: di 8375 
pagine di due colonne per ogni pagina, con Appen- 
dice (146,740 voci). L’opera completa elegantem. leg: 20— 

Energia fisica, di R. FERRINI, di p. vi-108,; con 15 inc. 150 

— Vedi anche Calore — Dinamica — Luce e suono 
— Termodinamica. 

Enologia, precetti ad uso degli enologi italiani, del 
Prof. VU. OtTAVI, 3* ediz., riveduta e ampliata da A. 
SrruccHi. (In lavoro). 

— Vedi anche Alcool — Analisi del vino — Cantiniere 
— Cognac — Liquorista — Malattie ed alterazioni 
dei vini — Uva passa. — Uva da tavola — Vino 
— Viticoltura. vi 

Enologia domestica, di R..SERNAGIOTTO; pag. VIN-223, 2: 

Entomologia. — Vedi Animali parassiti — Apicol- 
tura — Bachi da seta — Coleotteri — Ditteri ita- 
liani — Imbalsamatore — Insetti nocivi — Insetti 
utili — Lepidotteri italiani — Naturalista viag- 
giatore — Ortotteri — Zoologia. 

Equazioni. — Vedi Algebra complementare — Eser- 
cizi d’algebra. 

Eritrea. — Vedi Dizionario eritreo; italiano-arabo 
— Grammatica galla — Lingue d'Africa — Pro- 
dotti agricoli del Tropico — Tigrè-italiano. 

Errori e pregiudizi volgari, confutati colla scortà 
della scienza e del raziocinio da G. Figino 
di pag. Iv-170. .. + 

Esercizi di algebra elementare, del ‘Prot. Pri: 
CHERLE; di pag. viri-135, con 2 incisioni i i. 4.50 

— Vedi Algebra. 

Esercizi di calcolo lufiniteziogale (Calcolo differen- 
ziale e integrale), del Prof. E. vige di pag: xx-372 
(volume doppio)... . hr 

— Vedi Calcolo I REARTIS AR 1 — i Deterfhitdn ie e dip: 
plicazioni — Funzioni ellittiche. 
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Esercizi di geometria; del Prof. PincHERLE. (In lav.). 

Esercizi di traduzione a compliemenio della 
grammatica francese, del Prot. G. PrAT, p. vi-183 1 50 

— Vedi Grammatica — Letteratura. 

Esercizi di traduzione con vocabolario a com- 
plemento della grammatica gian ionita del Prof. G 
ADLER; di pag. IV-296.. . .. 4. vr Risi oaziani da i00 

— Vedi Grammatica — Ebtitratiras 

Esercizi geografici e quesiti, di L. Huaurs, sule 
l'Atlante di R. Kiepert, 3° ediz. (In lavoro). 

Esercizi greci per la 4* classe ginnasiale in correla- 
zione alle Nozioni elementari di lingua greca, del 
Prot. V. INAMA ; di A. V. BisconTI, di pag. xx1-287. 1 50 

Esercizi latini con regole (Morfologia generale), del 
Prof. P. E. CERETI, di pag. x1I-332 . i 0a 

— V.anche Grammatica latina — Letteratura romana. 

Esplodentie modo di fabbricartli, R.,MOLINA, p.xx-300 2 50 

Estetica, del Prot. M. Piro, di pag. xx-260...... 1.50 

— Vedi Etica — Filosofia — Logica — Psicologia. 

Estimodei terreni, dell'Ing, Pietro FILIPPINI. (In lav.) 

Estimo rurale, di f. CArEGA DI MuRrICCE, p. vi-164. 2 — 

— Vedi Agronomia — Catasto — Celerimensura — 
Disegno topografico — Economia dei fabbricati ru- 
ralì — Geometria pratica — Triangolazioni. 

Etica, del Prof. L. Friso. (In lavoro). 

Etnografia, B. MALFATTI, 2° ed. inter, rifusa, p. vi-200 1 50 

— Vedi Antropologia. 

Etnologia. — Vedi Paleoetnologia. 

Fabbricati civili di abitazioni, del Prot. C. Levi, 
con molte incisioni. (In lavoro). 

— Vedi anche Edilizia I 

Fabbro. — Vedi Fonditore — Operaio — Tornitore. 

Falegname ed ebanista. Natura dei legnami, maniera 
di conservarli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro 
cubatura, di G. BELLUOMINI, pag. x-138, con 42 inc. 2 — 

Farmacista (Manuale del), del Dott. P. E. ALESSANDRI, 

di pag. xI1-628, con 138 tav. e 80 incisioni originali. 6 50 


Ferro. — Vedi 500 meccanismi — Ingegnere civile 
— Ingegnere navale — Metalli — Operaio — Re- 
sistenza materiale — Siderurgia — Tempera — 


Travi metallici. 
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Ferrovie. — Vedi Codice doganale — Curve — Mac- 
chinista e fuochista — Trasporti e tariffe. 

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione 
meccanica delle fibre tessili, di E. GROTHE, traduzione 
sull'ultima edizione tedesca, di p. viri-414, con 105 inc. 5 — 

— Vedi anche Colivazione — Piante industriali. 

Filatura della seta, di G. Pasquaris. (In lavoro). 

Filologia classica, greca elatina, V.INAMA;p.x11-1959 1 50 

Filonauta. Quadro generale di navigazione da diporto 
e consigli ai principianti, con un Vocabolario tecnico più 
in uso nel panfiliamento, del IPA G. OLIVARI, 

di pag. XVI-286 . . +2 50 

Filosofia. — Vedi Estetica —_ - Etica - — Filosofia ino: 
rale — Logica — Psicologia — Psicologia fisiologica. 

Filosofia morale, di L. FRISO, p. XVI-336 (vol. doppio) 3 — 

Finanze. — Vedi Debito pubblico — Scienza delle 
finanze — Valori pubblici. 

Fiori artificiati, di O. BALLERINI, con molte illustra- 
zioni. (In lavoro). 

Fiori. — Vedi Botanica — Floricoltura — Orticol- 
tura — Piante e fiori. 

Fisica, del Prof. BALFOUR STEWART, trad. del Prof. G. 
CANTONI, 4° ediz., di pag. x-188, con 48 incisioni . . 1 50 

— Vedi Calore — Energia fisica — Luce e suono. 

Fisiolegia, di FostER, traduz. del Prot. G. ALBINI, 

3? adiz.. di pag, xTT-15R. con 18 incisioni cdpg 4 

Fisiologia vegetale, del Dott. LuIcI MONTEMARTINI, 
con illustrazioni. (In lavoro). 

Floricoltura (Manuale di), di C. M, Fratelli Ropa, di 
pag. vIri-186, con 61 incisioni. . . . +. .2— 

— Vedi anche ‘Botanica — Orticoltura — Piante e fiori, 

Fognatura cittadina, dell'Ing. D. SpaTtaRO, di pa- 
gine x-684, con 220 figure e 1 tavola in litografia, .T- 

Fenditore in tutti i metalli (Manuale del), di G. BeL- 
LUOMINI, di pag. 146, con 41 incisioni . . +. è. +2 — 

— Vedi anche Operazo. 

Fonologia greca, del Prof. A. Cinquini. (In lavoro). 

Fonologia italiana, del Dott. L. STOPPATO, p. vit-102. 1 50 

Fonologia latina, di S. ConsoLI, di pag. 208 . . .1 50 

Fotocromatografia (La), del Dott. L. Sassi, di pa- 
gine xvi-138, con 19 incisioni . . . +. è. +. 52 
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Bisi 
Fotografia ed arti affini. — Vedi Arti grafiche — 
Dizionario fotografico — Fotocromatografia — Fo- 
tografia ortocromatica — Fotografia per dilettanti 
— Litografia — Ricettario ftografico. 
Fotografia ortocromatica, del Dott. C. BONACINI, 
di pag xvI-277 con 33 incisioni e 5 tavole . . . .3 50 
Fotografia pei dilettanti. (Come il sole dipinge), di 
G. MuUrFoNE, p. X11-306, 3* ed. rifatta ed aument., 83 inc. 2 — 
Frumento e mais, di G. CANTONI, p. vi-168 e 13 incis. 2 — 
Frutta minori (Le), di A. Pucci, di pag. viri-192, con 
96 incisioni . . TRO he 
Frutticoltura, del Dot Dott. D. ‘TAMARO, 9a ediz., 
di pag XVI-277, con 83 incisioni e 5 tavole. . +. .3.50 
Fulmini e parafalmini, del Dott. Prot. E. CANE- 
STRINI, di pag. viri-166, con 6 incisioni. +. +. +... +2 — 
Funghi (I) edi tartufi, loro natura, storia, coltura, con- 
servazione e cucinatura. Cenni di FoLco gii di 
pag. vui-184.... , +2 
Funzioni ellittiche, oli a E, PASCAL, di Lera 210. 150 
— Vedi anche Calcolo infinitesimale — Esercizi ap- 
plicati al calcolo — Determinanti e applicazioni. 
Galvanoplastica, ed altre applicazioni dell’elettrolisi, 
Galvanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei me- 
talli, Preparazione dell'alluminio, Sbianchimento della 
carta e delle stoffe, Risanamento delle acque, Concia 
elettrica delle pelli, ecc., del Prof. R. FERRINI, 2? ed., 
completamente rifatta, di pag. x11-392 con 45 incisioni. 4 — 
Geelsicoltura, del Prot. D. TAMaARO, p. xvi-175 e 22 inc. 2 — 
Geodesia. — Vedi Compensazione degli errori — 
Celerimensura — Curve — Disegno topografico — 
Geometria pratica — Telemetria — Triangolazioni. 
Geodinamica. — Vedi Dinamica — Meccanica — 
Sismologia — Termodinamica — Vulcanismo. 
Geografia e storia del gloho. — Vedi Alpî — 
Atlante universale — Atlante dell’Italia — Carto- 
grafia — Catasto — Cristoforo Colombo — Dizio- 
nario alpino — Dizionario geografico — Esercizi 
geografici — Etnografia — Geografia — Geografia 
classica — Geografia fisica — Geologia — Mare — 
Paleoetnologia — Prealpi bergamasche — Prontuario 
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di geografia e statistica — Sismologia — Statistica — 
Vulcanismo. 
Geografia, di G. Grove, trad. del Prof. E. GALLETTI, 
9° ediz., riveduta. di pag. x11-160, con 26 incisioni. -. 1 50 
Geografia classica, di H. F. TOZER, traduzione e 
note del Prot. T. GeNTTLE, 5* ediz., di pag. 1v-168. . 1 50 
Geografia fisica, di A. GEIKTE, traduzione sulla 6° 
ediz. inglese di A. STOPPANI, 3° ediz., di pag. 1v-182, 
con 20 incisioni. . » +1 50 
Geologia, di GEIKIE, ‘traduzione’ sulla ga edizione in- 
glese di A. STOPPANI, 3° ed., di p. vI-154. con 47 inc. 1 50 
— Vedi Cristallografia — Mineralogia — Paleografia. 
Geometria analitica dello spazio, del Prot. F. 
ASCHIERI, di pag. vi-196, con 11 incisioni. <>. ‘. +. 1 50 
Geometria analitica del piano, del Pr. F. ASOHIERI, 
di pag. vi-194 con 12 incisioni “i i N. 0, +1 50 
Geometria descrittivadi F. ASCHIERI, 2? edizione. 
(In lavoro). 
Geometria metrica e trigonometria, del Prof. S. 
PINCHERLE, 4? ediz., di pag. 1v-158, con 47 incisioni. 1 50 
Geometria pratica, dell'Ing. Prot. G. EREDE, 2° ediz., 
riveduta, di pag. x-184, con 124 incisioni . . .. .2— 
— Vedi Celerimensura — Disegno assonometrico — 
Disegno geometrico — Disegno topografico — Geo- 
desia — Regolo calcolatore — Statica — Telemetria 
— Triangolazioni. 
Geometria projettiva del piano e della stella, 
del Prof. F. AscHIERI, 2* edizione, di pag. vi-228, con 
86 incisioni. . . . 1 50 
Geometria projettiva dello spazio, del Prof. F, A- 
SCHIERI, 2* ediz. rifatta, di pag, vi-264, con 16 incis, 1 50 
Geometria pura elementare, del Prot. S. Pin- 
CHERLE, 4° ediz., di pag. viri-159, con 112 incisioni . 1 50 
Giardino (Il) infantile, del Prot. P. CONTI, di pa- 
gine Iv-214, con 27 tavole (vol. doppio). . . +. +. .3 — 
— Vedi anche @iuochi ginnastici. 
Ginnastica (Storia della), di F. VALLETTI, di p. viri-184. 1 50 
Ginnastica femminile di VALLETTI, p. vi-112, e 67 ill. 2 — 
Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di J. i 
GELLI, di pag. vin-108, con 216 incisioni. . + +. +2 — 


<= 
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Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platine, 
di E. BosELLI, di pag. 336, con 125 incisioni . . .4 — 
Giuochi, spert e collezioni. — Vedi' Sport. 
Giuochi ginnastici per la gioventù delle scuole 
e del popolo, raccolti e descritti di F. GABRIELLI, 
di pag. xx-218, con 24 tavole illustrative . . . 980. 
‘Giurisprudenza e legislazione. — Vedi Catasto — 
Codice doganale — Conciliatore — Debito pubblico — 
Digesto — Diritti e doverì — Diritto amministrativo 
— Diritto civile — Diritto commerciale — Diritto 
costituzionale — Diritto ecclesiastico — Diritto in- 
ternazionale privato — Diritto internazionale pub- 
blico — Diritto penale — Diritto romano — Eco- 
nomia politica — Imposte dirette — Legge comu- 
nale e provinciale — Legislazione rurale — Mandato 
commerciale — Notaro — Ordinamento stati liberi 
di Europa — Ordinamento stati liberi fuori di 
Europa — Proprietario di case — Ricchezza mobile 
— Scienza delle finanze — Testamenti. 
Giottologia, del Prof. G. De GREGORIO, di p. xxxir-318 
(volume doppio). . . “3 — 
— Vedi anche Crittogr afia - — ‘Letterature diverse — 
Lingua gotica — Lingue neolatine — Paleografia 
— Sanscrito. 
Gnomonica ossia l’arte di costruire orologi so- 
lari, del Prof. LA LETA. (In lavoro). 
— Vedi Orologeria. 
Grafologia, di C. LomBRoso, con 470 fac-simili, di p. 252. 3 50 
Grammatica araldica. — Vedi Araldica. 
Grammatica e dizionario della lingua dei Galla 
(oremonica), del Prot. E. VirERBO. 
Vol. I. Galla-Italiano, di pag. vin-152. . . +. +2 50 
Vol. IL Italiano-Galla, di pag. LXIv-106. . .°. .2 50 
Grammatica francese, del Prot. G. PRAT, p. x1-287. 1 50 
— Vedi Esercizi di traduzione — Letteratura. 
Grammatica greca. (Nozioni elementari di lingua 
greca), del Prof, INAMA, 2? edizione, di pag. xvi-208. 1 50 
— Vedi Esercizi — Letteratura. 
Grammatica della lingua greca mederna, del 
Prof. R. LoveRA, di pag. vi-154 . . , Sirolo B) 
Grammatica inglese, del Prof. LUGI PAVIA, P. x11-260 160 
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L. c. 

Grammatica italiana, di T. CONCARI, 2? edizione ri- 

veduta, di pag. xvI-290. . +. +. +. . 1 50 
Grammatica latina, del Prot. L. VALMAGGI, n x-250. 1.50 
— Vedi Esercizi latini — Letteratura romana. 
Grammatica olandese(Elem.di) M. Morgana. (Inlav.) 
Grammatica e vecabolario della lingua rumena, 

del Prot. R. LovERA, di pag. VIII-200.. . ... +. +1 50 
Grammatica russa, del Prof. Vosnovica. (In lav.). 
Grammatica spagnuola, del Prof. L. PAVIA, p. x11-194 1 50 
— Vedi Letteratura. 
Grammatica tedesca, del Prof. L. Pavia, p. XVIII-254. 1 50 
— Vedi Esercizi di traduzione — Letteratura. 
Gravitazione. Spiegazione elementare delle principali 

perturbazioni nel sistema solare di Sir G. B. AIRY, trad., 

note ed aggiunte di F. PoRrRoO, 50 inc., di p. xx1v-176. 1 50 
Grecia antica. — Vedi Arte greca — Storia antica. 
Humus (L/’), la fertilità e l'igiene dei terreni 

cultarali, del Prof. A. CASALI, di pag. xvi-220 . .2— 
Idraulica, del Prof. Ing. T. PERDONI. (In lavoro). 
Idroterapia. — Vedi Acque. 
Igiene. — Vedi Acque mineralîi — Fognatura citta- 

dina — Igiene del lavoro — Igiene vita pubblica 

e privata — Igiene privata e medicina popolare — 

Igiene rurale — Igiene scolastica — Igiene veteri- 

naria — Infezione, disinfezione e disinfettanti — 

Medicatura antisettica. 
Igiene del lavoro, TRAMBUSTI A. e SANARELLI. di pa- 





gine viri-362, con 70 incisioni. . . . 2 50 
Igiene della vita pubblica e privata, del Dott. G. 
FARALLI, di pag. XII-250 CD) e D) . C) . e 9 50 


igiene privata e medicina popolare ad uso delle fami- 

glie, di C. Bocx, trad. di E. PARIETTI sulla 7? ediz. ted. 

con una introduzione di G. SORMANI, di pag. x11-278, 2 50 
Igiene pubblica, del Dott. C. Gorini. (In lavoro). 
igiene rurale, A. CARRAROLI, pag. x-470 (vol. doppio). 3 — 
Igiene scolastica, di A. REPOSSI, 2° ed., di pag. 1v-246, 2 — 
Igiene veterinaria, del Dott. U. BARPI, di p. vi-228. 2 — 
Igroscopi, igrometri, umidità atmosferica, del 

Prot. P. CANTONI, di pag. x11-146, con 24 inc. e 7 tab. 1 50 
Hluminazione elettrica (Impianti di), dell'Ing. E. 

PrazzoLI 5° edizione interamente rifatta. (In lavoro). 
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Le, 
Imbalsamatore (Manuale dell’), preparatore tassider- 
mista, di R. GestRO, 2* ad. riv., di p. x11-148, 38 inc. 2 — 
— Vedi Naturalista viaggiatore. 
Imposte dirette(Riscossione delle), E. BRUNI, p.vIim-158 1 50 
— V. anche Proprietario di case — Ricchezza mobile. 
Industria della carta, dell'Ing. L. SARTORI. (In lav.) 
Industria della seta, di L. GABBA, 2* ed., p. Iv-208. 2 — 
Industria (L’) stearica. Manuale pratico dell'Ing. E. 
MARAZZA, di pag. 288, con 76 inc. e con molte tab. 5 — 
Industrie diverse. — Vedi Apicoltura — Arte mi- 
neraria — Asfalto — Colori e vernici — Concia 
pelli — Caseificio — Concimi — Conserve — De- 
corazioni — Falegname — Fiori artificiali — Flo- 
ricoltura — Fonditore — Fotografia — Frutti- 
coltura — Gnomonica — Industria della carta — 
Industria stearica — Imbalsamatore — Latte, burro 
e cacio — Marmista — Meccanico — Molini — Olii 





vegetali, animali e minerali — Operaio — Orticol- 
tura — Ostricoltura — Panificazione — Piccole in- 
dustrie — Pirotecnica — Piscicoltura — Pittura 


— Pollicoltura — Pomologia artificiale — Saponeria 
— Scoltura — Vernici e lacche. 
Industrie tessili. — Vedi Bachi da seta — Colti- 
vazione e industria delle piante tessili — Filatura 
— Fuatura della seta — Gelsicoltura — Industria 
della seta — Piante tessili — Tessitore — Tintore 
— Tintura della seta. 
Infezione, disinfezione e disinfettanti, del Dottor 
Prot. P. E. ALESSANDRI, di pag. viri-190, con 7 inc. 2 — 
Ingegnere agronomo. — Vedi Prontuario. 
ingegnere civile. Manuale dell’Ingegnere civile eindu- 
striale, di G. CoLomBo, 14° ed. (34°, 35° e 36° migliaio), di 
pag. XIV-356, con 203 figure , aa ì 
Il medesimo tradotto in francese da P. MARCILLAO. 5 50 
Ingegnere navale. Prontuario di A. CIGNONI, con 
36 fig., di pag. XXxII-292. Leg. in tela L. 450, in pelle. 5 50 
Ingegneria. — Vedi Matematica e Ingegneria. 
insetti nocivi, F. FRANCESCHINI, p. VIII-264, 96 incis. 2 — 
Insetti utili, F. FRANCESCHINI, p. x11-160, 43 inc.eltav. 2 — 
Interesse e sconto, di E. GAGLIARDI, di pag. vI-204. 2 — 
Ittiologia. — Vedi Ostricoltura — Piscicoltura. 
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Lac: 

Latte, burro e cacio. Chimica analitica applicata al 
caseificio, del Prot. SARTORI, di pag. x-162, con 24 inc. 2 — 

— Vedi Caseificio. 

Lavori di terra (Manuale di), dell'Ing. B. LEONI. 

(In lavoro). 

Lavori femminili. — Vedi Confezione d’abiti per 
signora e l’arte del taglio — Disegno, taglio e con- 
fezioni di biancheria — Macchine da cucire e da 
ricamare — Monogrammi — Ornatista. 

Legge (La nuova) comunale e provinciale, anno- 
tata dall'Avv. E. Mazzoccoto, 3° ediz., con l'aggiunta 
di due regolamenti e due indici, di pag. viri-728 . .4 50 

Legge comunale (Appendice alla) del 22 e 23 
luglio £89 4, di E. Mazzoccoto, di pag. viri-236, 2 — 

Leggi. — V. Catasto — Codice doganale — Codici — 
Conciliatore — Debito pubblico - l»igesto — Diritto 
amministrativo-civile-commerciale-costituzionale ec- 
clesiastico-internazionale-penale-romano — Imposte 
dirette — Legge comunale — Legislazione rurale — 
Mandato commerciale — Notaio — Ordinamento 
degli stati — Proprietario case — Ricchezza mobile 
— Scienza finanze — Testamenti — Valori pubblici. 

Beggi usuali (Raccolta delle) (In lavoro). 

iLLegisiazione rurale secondoil programma governativo 
per gli Istituti Tecnici dell'Avv. E. Bruni, di p.x1-422 3 — 


Legnami. — Vedi Cubatura dei legnami — Fale- 
gname. 

Lepidotteri italiani, del Dott. A. GRIFFINI, di pa- 
gine viri-238 con 149 incisioni . + . 1.50 


— Vedi Amimali parassiti — Ole —_ Ditteri. — 
Insetti — Ortotteri. 
Letteratura albanese (Manuale di), del Prot. A. 
STRATICÒ, di pag. xxIv-280 (volume doppio)... . . .38 — 
Letteratura americana, di G. STRAFFORELLO, p. 158 1 50 
Letteratura danese. — V, Letteratura norvegiana. 
Letteratura ebraica, di A. REVEL, 2 vol., di pag. 364. 3 — 
Letteratura egiziana, del Dott. L. BrIGIUTI. (In lav.). 
Letteratura francese, del Prot. F. MarcILLAC, trad. 
di A. PAGANINI, 2° ediz., di pag. vit-184. . +. . +1 50 
— Vedi anche Grammatica francese — Esercizi per 
la grammatica francese. 
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Lt Ca 
Letteratura greca, del Prof. V. INAMA, 1i* ediz., mi- 
gliorata (dal 40° al 45° migliaio), di pag. virt-234 . . 1 50 
— Vedi anche Esercizi greci — Filologia classica — 
Glottologia — Grammatica greca — Verbi greci. 
Letteratura indiana, del Prot. A. DE GuUBERNATIS, 





di pag. viri-159 . . si ir ale LEO 
Letteratura Inglese, del Prot. Ri SOLAZZI, 9 ediz., 
di pap.ovin 10400 ui. ati colate sii OO 


— Vedi anche Grammatica inglese. 

Letteratura islandese, di S. AMBROSOLI. (In lavoro). 

Letteratura italiana, di C. FENTNI. 4° ed.. di p. vI-204 1 50 

Letteratura latina. — Vedi Esercizi di gramma- 
tica latini — Fuologia classica — Fonologia la- 
tina — Grammatica latina — Letteratura romana. 

Letteratura nervegiana, di S. Consoli, p. XVI-272. 1 50 

Letteratura persiana, del Prot. I. Pizzi, di pag. x-208. 1 50 

Letteratura provenzale, A. RESTORI, di pag. x-220, 1 50 

Letteratura romana, del Prot. F. RaMmorINO, 3* ediz. 
riveduta e corretta (dall’8° al 12° migliaio), p. 1v-320. 1 50 

Letteratura spagnuola e portoghese, del Prof. L. 
CAPPELLETTI. di pag. VI-206. . . è + e e e + + d DO 

— Vedi Grammatica spagnuola. 

Letteratura tedesca, del Prof. O. LANGE, traduz. 

di A. PAGANINI, 2* ediz., corretta, di pag. x11-168., ,1 50 
— Vedi Esercizi tedeschi — Grammatica tedesca. 
Letteratura ungherese, di ZIGÀNY ARPÀD, di pa- 

gine xII-295 ... SR ae AO 
Letterature slave, di D. CIÀMPOLI, 2 volumi : 

I. Bulgari, Serbo-Croati, Yugo-Russi, di pag. 1v-144. 1 50 
II. Russi. Polacchi, Boemi, di pag. 1v-142. . +. +1 50 

Libri e biblioteconomia. — Vedi Bibliografia — 
Bibliotecario — Compositore-tipografo — Crittografia 
— Dizionario bibliografico — Paleografia — Tipo- 
grafia. 

Lingua araba. — Vedi Arabo volgare — Dizionario 
eritreo — Grammatica Galla — Lingue dell’ Africa 
— Tigrè. 

Lingua gotica, grammatica, esercizi, testi, vocabolario 
comparato con ispecial riguardo al tedesco, inglese, 
latino e greco, del Prof, S. FRIEDMANN, di pag. xvI-333, 
(volume doppio). . . . . MOVIE LIRE DIE: 
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Lei 

Lingue dell’ Africa, di R. Cust, versione italiana 
del Prof. A. DE GuBERNATIS, di pag. Iv-110. . . .1 50 

Lingue neo-latine, del Dott. E. Gorra, di pag. 147. 1 50 

— Vedi Filologia classica — Glottologia. 

Lingue straniere (Studio delle), di O. MARCEL, ossia 
l'Arte di pensare in una lingua straniera, traduz. del 
Prof. DAMIANI, di pag. xvI-136. . . fici toi di 

Linguistica e filologia. — Vedi Arabo volgare Ti 
Dizionario eritreo italiano arabo-amarico — Dizio- 
nario universale in 4 lingue — Dottrina popolare 
in 4 lingue — Esercizi di traduzione per la gram- 
matica francese — Idem per la grammatica te- 
desca — Esercizi greci — Esercizi latini — Filo- 
logia classica greca e latina — Famologia greca — 
Fonalogia latina — Fonologia italinrna — Glot- 
tologia — Grammatica e dizionario della lingua galla 
— Grammatica francese — Idem greca — Idem greco- 
moderno — Idem inglese — Idem italiana — Idem 
latina — Idem olandese — Idem rumena — Idem 
russa — Idem spagnuola — Idem tedesca — Let- 
teratura albanese — Idem americana — Idem ebraica 
— Idem egiziana — Idem francese — Idem greca 
— Idem indiana — Idem inglese — Idem islandese 
— Idem italiana — Idem latina — Idem norve- 
giana — Idem persiana — Idem provenzale — Idem 
romana — Idem spagnola e portoghese — Idem 
tedesca — Idem ungherese — Idem slava — Lingua 
gotica — Lingue dell’Africa — Lingue neolatine — 
Lingue straniere — Metrica dei greci e dei romani 
— Morfologia greca — Morfologia italiana — San- 
scrito — Tigré-italiano — Verbi greci anomali — 
Volapiik. 

Liquorista. (In lavoro). 

— Vedi Cognac. | 

Litografia, di C. DoyEN, di pag. viti-261, con 8 tavole 
in cromo e fototipia e un album fuori testo con 40 
figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo . . .4 — 

Legaritmi (Tavole di), con 6 decimali, pubblicate per 
cura di O. MiLLER, 4° ediz., aumentata delle tavole 
dei logaritmi d’addizione e sottrazione per cura di 
M. RAINA, di pag. XXXIv-186 di @ei ell TE EE 1 60. 
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Legica, di W. STANLEY JEvoNs, traduz. del Prof. O. 
CANTONI, 4* ediz., di pae. vim-154, e 15 incisioni. .1 50 

— Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Psicologia. 

Logica matematica, di O. BuraLI-FORTI, di pagine 


VI-158. ri . è ® . eli 50 
Logismografia, “di Cc. CHIESA, gr edizione. di pa- 
ve IVI dee tosti PE io «to, n BO 


— Vedi Contabilità. 
Luce e colori, del Prof. G. BeLLOTTI, di pag. x-156, 


con 24 incisioni e 1 tavola. . . vata. 1=D0 
Luce e suono, di E. JoNnESs, trad. ‘di TU. FORNARI, di 
pag. viri-336 con 121 incisioni (volume doppio) . .9 — 


Macchinista e fuochista, del Prot. G. GAUTERO, 

6* edizione, con aggiunte dell’ Ing. L. Loria, di pa- 

gine x1v-180, con 24 incisioni e col testo della Legge 

sulle caldaie, ecc. (dal 10° al 12° migliaio). . . . _.2— 
Macchinista navale (Manuale del) di M. LIGNnAROLO, 

di pag. x11-404, con 164 figure... .. . 4... .5 80 
— Vedi Doveri del macchinista navale. 
Macchine agricole, del conte A. CENCELLI-PERTI, 

di pag. viri-216, con 68 incisioni . +. REP dee 
Macchine per cucire e ricamare, dell’ ‘Ing. ALFREDO 

GALASSINI, di pag. vIr-230 con 100 incisioni. . . .2 50 
Macchine. — Vedi anche Disegnatore meccanico — 

— Il meccanico — Ingegnere civile — Ingegnere 

navale — Macchinista e fuochista — Macchinista 

navale — Meccanica — Meccanismi (500) — Model- 

latore meccanico — Operaio — Tornitore meccanico. 
Magnetismo ed elettricità, del Dott. G. POLONI, 

2* ediz. curata dal Prot. F. Grassi, di pag. xIv-370, 

con 136 incisioni e 2 tavole . . . a . 3 50 
Mais. — Vedi Frumento e mais — Panificazione. 
Malattie crittogamiche delle piante erbacee 

coltivate, del Dottor R. WoLF, traduzione con note 

ed aggiunte del Dottor P. BACCARINI, p. x-268, 50 inc. 2 — 
Sfalattie ed alterazioni dei vini, del Prot. S. Cet- 

TOLINI, di pag. xI-138, con 13 incisioni. . ... .2— 
Malattie trasmissibili. — Vedi Animali parassiti 

— Zoonosi. 
Miandato cemmerciale, del Prot. E. VIDARI, p. vi-160 1 50 
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Let 
Mare (Il), del Prot. V. BeLLIO, di pag. 1v-140, con 
6 tavole litogratate a colori. .. 0. . QarE SIRO DO 
Marine (Manuale del) militare e mercantile, di 
DE AMEZAGA, con 18 xilografie ed un elenco del per- 
sonale dello Stato maggiore, di pag. vimn-264. . . «5 — 
Marmista (Manuale del), di A. Ricci, 2 edizione, di » 
pag. x11-154, con 47 incisioni. . +. + brr a Bis 
Matematica e ingegneria. — Vedi Algebra comple- 
mentare -— Algebra elementare — Aritmetica pratica 


— Aritmetica razionale — Calcolo infinitesimale 
(2 vol.) — (lelerimensura — Compensazione degli 


errori — Curve — Equazioni — Esercizi d'algebra 
— Esercizi di calcolo infinitesimale: — Esercizi di 
geometria — Fognatura cittadina — Funzioni ellit- 
tiche — Geometria analitica dello spazio — Idem 
del piano — Idem. descrittiva — Idem metrica e 
trigonometrica — Idem pratica — Idem progettiva» 
del piano e della stella — Idem projettiva dello 
spazio — Idem pura elementare — Ingegnere civile 
— Logaritmi — Logica matematica — Momenti 
resistenti e pesi di travi metalliche composte — Peso 
dei metalli — Prontuario — Regolo calcolatore — 
Resistenza dei materiali — Saggiatore — Travi me- 
talliche — Unità assolute. 
Materia medica moderna (Manuale di), del Dott. 
G. MALACRIDA, (In lavoro). 
Meccanica. — Vedi Disegnatore meccanico — Dise- 
gno industriale — Macchinista e fuochista — Mac- 
chinista navale —— Macchine agricole — Macchine: 
da cucire e ricamare — Meccanica — Meccanico — 
Meccanismi (500) — Modellatore meccanico — Ope- 
raio — Orologeria — Tornitore meccanico. 
Meccanica, del Prot. R. StAwELL: BALL, traduz. del... 
Prot. J. BENETTI, 3* edizione, di pag. xvI-214, con 89 
incisioni. . . + 1.50 
Meccanico, di E. GIORLI. Nediohé sspevtali ‘di Aritmosi S00 
tica, Geometria, Meccanica, Generatori del. vapore, 
Macchine a vapore, Collaudazione e eosto dei mate- | 
riali, Doratura, Argentatura e Nichelatura, di pagine 
XI-234 con 200 problemi risolti e 130 figure. . ...2— 
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Meccanismi (500), scelti fra i più importanti e recenti 
riferentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneu- 
matica, macchine a vapore, molini, torchi, orologerie 
ed altre diverse macchine, da H. T. Brown, tra- 
duzione italiana sulla 16° edizione inglese, dall’In- 
gegnere F. CeRRUTI, di pag. vI-176, con 500 incisioni 
nel testo'(2* edizione italiana) . . .. +... 250 

Medaglie. Vedi Monete greche — Monete romane 
— Numismatica. 

Medicatura antisettica, del Dott. A. ZAMBLER, con 
prefazione del Prof. E. TrIcoNI, di pag. xvI-124, con 





BE e BE At TR e E medio ato 

— Vedi Terapeutica. 

Medicina. — Vedi Acque minerali — Anatomia e 
fisiologia comparata — Anatomia microscopica — 
Anatomia topografica — Animali parassiti — Assi- 
stenza agli infermi — Farmacista — Igiene del 


lavoro — Igiene della vita pubblica e privata — 
Igiene privata — Igiene rurale — Igiene scolastica 
— Igiene veterinaria — Infezione, disinfezione e di- 
sinfettanti — Materia medica — Medicatura antiset- 
tica — Soccorsi d'urgenza — Terapeutica — Zoonosi. 
Metalli preziosi (oro, argento, platino, estrazione, fu- 
sione, assaggi, usi), di G. agio 2° ‘edizione di pa- 
gine 196, e 9 incisioni . . + dia di MERITA Ri Co 
— Vedi Oreficeria — Saggiatore: 
Metallurgia. — Vedi Siderurgia. 
Meteorologia generale, del Dott. L. De MARCHI, 
. di pag. vi-156, con 8 tavole colorate. . . . ». 
— Vedi Climatologia — Geografia fisica — Igroscopi 
e igrometra. 
Metrica dei greci e dei romani, di L. MULLER, 
tradotta dal Dott. V. LAMI, 2 edizione. (In lavoro). 
Metrologia Universale ed il Codice Metrico In- 
ternazionale, coll’indice alfabetico di tutti i pesi, 
misure, monete e delle regioni o Città dell’ Ing. A. 
TaAccHinI di pag. xx-482 . ... è SON GOT E ORI 
Mezzeria (Manuale pratico della) e dei vari sistemi 
della colonia parziaria in Italia, del Prot. Avv. A. RAB- 
BENO, di: pag. “VITI-190 10 10h Ret NI. 8 DO 
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i Bee 

Micologia. — Vedi Funghi e Tartufi — Malattie 
crittogamiche. 

Microscopia. — Vedi Anafamia microscopica — Ani- 
mali parassiti — Bacologia — Batteriologia — Mi- 
eroscopio — Protistologia — ‘Tecnica. protistologica. 

Microscopio (Il), Guida elementare alle osservazioni di 
Microscopia, di CAMILLO AGRA, di pag. xXII-226, con 
81 incisioni . , . 1.50 

Militaria. — Vedi ‘Cavallo —_ Codice cavalleresco se 
Duellante — Esplodenti — Scherma — Storia arte 
militare. 

Mineralogia. — Vedi Arfe mineraria — Cristallo- 
grafia — Marmista — Metalli preziosi — Minera- 
logia generale — Mineralogia descrittiva — Orefi- 
ceria — Pietre preziose — Siderurgia. 

Mineralogia generale, del Prot. L. BOMBICCI, 2° ed. 
riveduta, di p. x1v-190. con 183 inc. e 3 tav. cromolit. 1 50 

Mineralogia descrittiva, del Prot. L. BomBICCI, 2° ; 
ediz. di pag. Iv-300, con 119 incisioni (vol. doppio). ‘. 3 — 

Miniatura. — Vedi Colori e vernici — Decorazione 
e ornamentazione — Luce e colori — Ornatista — 
Pittura. 

Mitilicoltura. — Vedi Ostricoltura — Piscicoltura. 

tHitologia comparata, di A. DE GUBERNATIS, 2* ediz., 
dimpage VIO=1DU4 duo 

Mitologia greca, di FORESTI Vol. I Divinità,p. “vImT-264 1 50 
Mot. Krotî, pags 188,0 PRESE NOn TRE EI 

Mitologia romana, di A. FORESTI. dn lavoro). 

Modellatore meccanico del falegname e del- 
Vebanista, del Prot. G. Mina, di pag. xvIi-423, con 
293 incisioni e 1 tavola. . . +. 1 D DO 

%tHolini (Industria dei), di C. SrBeR-MILLOT. ia lavoro). 

Momenti resistenti e pesi di travi metalliche 
composte. Prontuario ad uso degli ingegneri, archi- 
tetti e costruttori, con 10 figure ed una tabella per 
la chiodatura, di E. ISCHENCE, di pag. xL-188. . . .3 50 

Monete greche, di 5. AMBROSOLI, con numerose in- 
cioni. (In lavoro). 

Monete romane, del Cav. F. GNECCHI, di pag. xv-182, 
con 15 tavole ve 62 figure nel testo... +00... +1.50 
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— Vedi Medaglie — Metrologia — Numismatica — 
Paleografia — Tecnolugia monetaria. 

Monogrammi, del Prot. A. SEVERI, 73 tavole divise 
in tre serie, le prime due di 462 in due cifre e la 
CRRZATARERI DATO POETA n een ee ant pc a AS 

— Vedi Ornatista. 

Morale. — Vedi Estetica — Etica — Filosofia mo- 
rale — Logica — Psicol: gia. 

Morfologia greca, del prof. V. BETTEI, di pag. xx-376 


(volume doppio). . Hic tt 
Morfologia italiana, del Pif E. GoRrRA; di pi vi-149, 150 
Massaia — Vedi Armonia — Cantante — Pianista 


— Storia della musica — Strumentazione — Stru- 
menti ad arco e la musica da camera. 

Mutuo soccorso. — Vedi Società di mutuo soccorso. 

Naturalista viaggiatere, di A. IsseL e R. GesTRO 
(Zoologia), di pag. vir1-144, con 88 incisioni . . . .2 — 

Nautica. — Vedi Arte del nuoto — Attrezzatura na- 
vale — Costruttore navale — Doveri del macchi- 
nista navale — Filonauta — Ingegnere navale — 
Macchinista navale — Marino. 

Notaro (Manuale del), aggiunte le Tasse di registro, di 
bollo ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pub- 
blico, del Notaio A. GARETTI, 2* ediz., rifusa e ampliata, 
EDO EER a ost ee ee DIO 

— Vedi Testamenti. 

Numismatica, del Dott. S. AMBROSOLI, 2* ediz. corretta ‘ 
ed accresciuta, di pag. xv-250, con 120 fotoincisioni 
nel testo e 4 tavole . . . 1.50 

— Vedi Araldica — Ar cheologia — - Medaglie — - Me- 
trologia — Monete — Paleografia. 

Nuotatore (Manuale i del Prof. P. ABBO, p. x11-148, 
con 97 incisioni. . RESET) 

Olii vegetali, animali e minerali, loto applicazioni, 

di G. GORINI, di pag. vini-214, con 7 incis., 2° ediz., 
completamente rifatta dal Dott. G. FABRIS : ‘0.2 — 

Olivo ed olio, Coltivazione dell'olivo, estrazione, pu- 
rificazione e conservazione dell'olio, del Prot. A. ALOI, 

| 3° ediz., di pag. xII-330, con 41 incisioni . . . . .3 — 

Omero, di W. GLADSTONE, traduz. di R. PALUMBO © 
C. FIORILLI, di pag. XII-196. . . . e 0. è. +. 1 650 
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Le: 

@Gperaio (Manuale dell’). Raccolta di cognizioni utili 
ed indispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai, 
fonditori di metalli, bronzisti, aggiustatori e. mecca- 
nici, di G. BELLUOMINI, 3 edizione, di pag. xVI-216. 2 — 

Operazioni doganali. — Vedi Codice doganale — 
Trasporti e tariffe. 

Oratoria. — Vedi L'arte del dire — hkettorica — 
Stilistica. 

Ordinamento degli Stati liberi d’ Europa, del 
Dott. F. RaAcIOPPI, di pag. vili-310 (vol. doppio). .3 — 

Ordinamento degli Stati liberi fuori d'Europa; 
del Dott. F. RacIoPPI, di pag. vIri-376 (vol. doppio). 3 — 

Oreficeria. — Vedi Giojelleria — Metalli preziosi 
— Saggiatore. 

@rnatista (Manuale dell’) di A. MELANI, Raccolta di 
iniziali miniate e incise, d'inquadrature di pagina, di 
fregi e finalini, esistenti in opere antiche di biblio- 
teche, musei e collezioni private XXXIV tavole in co- 
lori per miniatori, calligrafi, pittori di insegne, rica- 
matori, incisori, RIaeEgitori di caratteri da stampa, ecc. 


I* serie. . . +. 4 

Orografia. — Vedi Alpi — Atlante” - . Dizionario 
alpino — Dizionario geografico -- Geografia.  — 
Prealpi. 


@relogeria moderna, dell'Ing. GARUFFA, con 187 
illustrazioni, di pag. virI-302, con 276 incisioni. . .5 — 
— Vedi Gnomonica. 
@rticoluura, del Prof. D. TamARO, con 60 incisioni. 4- DE) 
— Vedi Agricoltura. 
@rtoiteri ed insetti minori italiani, del Dott. A. 
GrRIFFINI. (In lavoro). 
@stricoltura e mitilicoltara, del Dott. D. CARAZZI, 
con 13 fototipie, di pag. VIII-202 . . L00008 è +2 50 
— Vedi Piscicoltura. 
Ottica, di E. GELGICA, di pag. XvI-576, con 216 incisioni — 
e l tavola. . .6 — 
Paga giornallera ‘(Prontuario della); da cinquanta 
centesimi a lire cinque, di C. NEGRIN, di pa- 
gine e n a TR RR Pi E EDO 
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La 
Paleoeinologia, di I, REGAZZONI, di pag. xi-252, con 
10 incisioni . . +. 
Paleografia, di E. M. THOMPSON, traduz, dall’ inglesò; 
con aggiunte e note di G. FUMAGALLI, di pag. viri-156, 
con 21 incisioni nel testo e 3 tavole in fototipia . .2 — 
Panificazione razionale, di PomPILIO. di pag. 1v-126..2 — 
Parafulmini. — Vedi Alettricità — Fulmini. 
Pedagogia. — Vedi Didattica — Giardino infantile 
— Ginnastica femminile e maschile — Igiene sco- 
lastica. 
Pelli. — Vedi Concia delle pelli. 
Pensioni. — Vedi Società di mutuo soccorso. 
Pesi e misure. — Vedi Metrologia universale — 
— Statica e applicazione alla teoria e costruzione 
degli strumenti metrici — Tecnologia e termino- 
logia monetaria. 
Peso dei metalli, ferri quadrati, rettangolari, 
cilindrici, a squadra, a U, a Ya Za Te 
a doppio T, e delle lamiere e tubi di tutti i 
metalli, di G. BELLUOMINI, di pag. XXIV-248 . . +8 50 
Pianista (Manuale del), di L. MastRIGLI, di p. xvI-112, 2 — 
Piante e fieri sulle finestre, sulle terrazze e nei cor- 
tili. Coltura e descrizione delle principali specie e va- 
rietà, di A. Pucci, di pag. vimi-198 con 116 incisioni. 2 50 
— Vedi anche Botanica — .Floricoltura — Frutta 
minori — Frutticoltura. 
Piante industriali, coltivazione, raccolto e prepara- 
zione, di G. GORINI, nuova edizione, di pag. 11-144, 2 — 
Piante tessili. — Vedi Coltivazione e industrie delle 
piante tessili. 
Piccole industrie, del Prof. A. ERRERA, di p. xv1-186. 2 
Pietre preziose, classificazione, valore, arte del gio- 
jelliere; di G. GORINI, 2° edizione, di p, 138, con 12 inc, 2 — 
Pirotecnuica moderna, di F. DI Maro; con 1ll inci. 
sioni, di pag. VIII-150. . . si nad, DO 
Piscicoltura (d'acqua dolce), ‘del Dott, E BETTONI, 
di: pag. Viu-318, con 85 incisioni... vault id 
— Vedi Ostricoltura. | 
Pittura. Pittura italiana antica e moderna, del Prof. . A. 
MELANI, 2 .vol., di pag. xx-164 e xxvi-202, illustrati 
con 102 tav., di cui una cromolit. e 11 figure nel testo. 6 — 
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— Vedi Anatomia pittorica — Colori (scienza dei) 
— Colori e vernici — Decorazione — Disegno — Luce 
e colori — Ornatista — Ristauratore dei dipinti. 

Poesia. — Vedi Arte del dire — Dantologia — Let- 
teratura — Omero — Rettorica — Ritmica — Shak- 
speare — Stilistica. 

Pollicoltura, del March. G. TREVISANI, 2° edizione, 
con 73 incisioni. (In lavoro). 

— Vedi Animali da cortile — Colombi — Coniglicol- 
tura — Porcicoltura. 

Fomologia artificiale, secondo il sistema Garnier- 
Valletti, del Prot. M. DeL Lupo, p. VO, con 44 inc. 

—- Vedi Fiori artificiali. 

Erorcellane. — Vedi Ceramiche. 

k*orcicoltura, del Dott. E. MaRcHI. (In lavoro). 

E?rato (Il), del Prot. G. CANTONI, di pag. 146, con 13 inc. 

Prealpi hergamasche (Guida-itinerario alle), com- 
presi i passi alla Valtellina, con prefazione di StoP- 
PANI, 2? ediz., di pag. xx-124, con carta topografica e 
panorama delle Alpi Orobiche . . . ... +. + 

-- Vedi Alpi — Dizionario alpino — Geografia. 

b*regiudizi. — Vedi Errori e pregiudizi. 

B?revidenza. — Vedi Assicurazione sulla vita — 
Società di mutuo soccorso. 

Erocedura civile e procedura penale. — V. Codice. 

Errodotti agricoli. — Vedi Agricoltura. 

Erodotti agricoli del Tropico (Manuale pratico del 
piantatore), del cav. A. GasLInI. (Il catfè, la canna di 
zucchero. il pepe, il tabacco, il cacao, il te, il dattero, 
il cotone, il cocco, la coca, il baniano, il banano, l’aloe, 
l’indaco, il tamarindo, l’ananas, l'albero del chinino, 
la juta, il baobab, il papaia, l'albero del caoutchouc, 
la guttaperca, l’arancio, le perle). Di pae. xvI-270. 

Prontuario deli’ agricoltore e dell’ ingegnere 
agronomo estimatore, del Prof. V.Nicconi. (In lav.). 

Erontuario di geografia e ndo deri di G. Ga- 
ROLLO, pag. 62 . . . dA 

E°rontuario per le paghe. - - Vedi: Paghe. 

k°ruprietario di case e di opifici (Manuale del). Im- 
posta sui fabbricati dell'Avv. G. GIORDANI, pag. Xx-264. 
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Prosodia. — Vedi Arte del dire — Metrica dei greci 
e deì romani - Rettorica — Ritmica e metrica 
razionale italiana — Stilistica. 
Prospettiva (Manuale di), dell’ Ing. C. CLAUDI, con 
28 tavole. ‘In lavoro). 
Protistolegia, di L. Maga, 2* ediz., di pag. xvI-278, 
con 93 incisioni nel testo (volume doppio). .... .....3+ 
— Vedi Anatomia microscopica — Animali parassiti 
— Batteriologia — Microscopio — Tecnica proti- 
stologica. 
Prototipi (I) internazionali del metro e del kilogramma 
ed il codice metrico internazionale. — V.Meterologia. 
Proverbi in quattro lingue. — Vedi Dottrina po- 
polare. 
Proverbi sul cavalio e termini sulle corse, del 
Colonnello VoLPiNnI (In lavoro). 
Psicologia, del Prot. C. UanTtONI, di pag. 1v-158.. . 1 50 
— Vedi Estetica — Etica — Filosofia — Logica. 
Psicologia fisiologica, di G. Mantovani, (In lav.). 
Braccoglitore di francobolli. — Vedi Dizionario 
filatelico. 
Raccoglitore di oggetti d’arie e di antichità, 
del Conte L. De MauRI, con numerose illustrazioni, 
(In lavoro). 
Ragioneria, del Prot. V. GimTI, 2? ediz. (In lavoro). 
Ragioneria delle Cooperative di consumo(Man.di), 
del Prof. Rag. G. Rota, di pag. xv-403. (vol. dop pio). 3 — 
Ragioneria industriale, del Prot. Rag. Oreste Ber- 
GAMASCHI, di pag. vIt-280 e molti moduli (vol. doppio). 3 — 
Bteclami ferroviarii. — Vedi Trasporti e tariffe. 
Regolo calcolatore e sue applicazioni nelle ope» 
razioni topografiche, dell'Ing. G. Pozzi, di pag. 
xv-238 con 182 incisioni e 1 tavola . . i 
Religione e lingue deli’ india inglese, di R. Cust, 
trad. dal Prot. A. DE GuUBERNATIS. di pag, 1v-124 ., 1 50 
Resistenza dei materiali e stabilità delle caniruz 
zioni, dell'Ing. P. GALLIZIA, p. x-336, 236 inc. e 2 tav. b 50 
Riettorica, ad uso delle Scuole, di F, CAPELLO, p. vi-122. 1 50 
— Vedi Arte del dire — Ritmica — Stilistica. 
Ricame. — Vedi Disegno e taglio di biancheria — 
Macchine da cucire — Monogrammi — Ornatista, 
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Ricchezza mobile (Imposta sui redditi di), dell Av- 

vocato È. Bruni. di pag. viri-218. , St + 1300 
— Vedi Imposte dirette — Propristario di case. 
Ricettario fotografice, Dott, iLuTEI SASSI. di p. vr-150 2 — 
Riscaldamento e ventilazione degli ambienti abi- 

tati. del Prot. R. FERRINI, 2 vol.. di pag. x-332, 94 incis. 4 — 
Btiscossione imposte. — Vedi Imposte. 
Risorgimento italiane (Storia del), del Prof. F. BeR- 

TOLINI. di pag. vI-154 . . sura, 1:50 
— Vedi Storia e cronologia — | Stori ia ‘italiana. 
Ristauratore dei dipinti, del Conte G. SECCO-SUARDO, 

2 vol., di pag. XVI-269, x11-362 con 47 incisioni. . .6 — 
Ritmica e metrica razionale italiana, del Pro- 

fessore Rocco MuRARI, di nag. xvi-216. . . . +. +1 50 
— Vedi Arte del dire — Rettorica — Stili-tica. 
Etivoluzione (La) francese (1784-1799), dei Prot. Dott. 


Gian PaoLo SoLERIO, di pag. rv-176 . . . . . 150 
Saggiatore (Manuale vr di F. elio di p. VIII- 285, 
con 28 incisioni. . . î ISS) 


— Vedi Metalli preziosi — “9j eAICer ia. 

Sanscrito (Avviamento allo studio del), di F. G. FumI, 
2° ediz.. rifatta, di pag. xI1-254 (vol. doppio). . . .3 — 

Saponeria, dell'Ing. E. Marazza. (In lavoro). 

@cacchi (Manuale pel giuoco degli), di A. SEGHIERI, 
di pag. xv-222, con 191 illustrazioni, 2* edizione, (In 
lavoro). 

Scherma italiana (Manuale di), su i principii ideati da 
Ferdinando Masiello, di J. SUA di pag. pio 
con 66 tavole. . . STORTO 

— Vedi anche Codice cavalleresco — Diuate 

Scienza delle finanze, cdi T. CARNEVALI, pag. rv-140. 1 50 

Scienze fisiche c naturali. — Vedi Anatomia com- 
parata — Anatomia microscopica — Animali pa- 
rassiti — Antropolugia — Arte mineraria — Bat- 
teriologia — Botanica — Calore — Chimica — Chi- 
mica agraria — Coleotteri — Concimi — Cristallo- 
grafia — Dinamica — Energia fisica — Fisica — 
Fisiologia — Flora italiana — Fulmini e paraful- 
mini — Funghi e tartufi — Geologia — Imbalsama- 
tore — Insetti — Lepidotteri — Luce e colori — 
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Luce e suono — Microscopio — Mineralogia — Na- 
turalista — Ostricoltura — Ottica — Piscicoltura 
— Pomologia — Protistologia — Selvicoltura — 
Termodinamica — Tecnica protisiologica — Zoo- 
logia. 

Sceltura. Scoltura italiana antica e moderna, statuaria 
e ornamentale dell’ Archit. Prot. A. MELANI, di pa- 
gine xvII-196, con 56 tav. e 26 fig. intercalate nel testo. 

Scritture d°’ affari (Precetti ed esempì di), per uso 
delle Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Pro- 
fessor D. MAFFIOLI, di pag. viri-203. . . .. s 

Selvicoltara, di A. SANTILLI, di pag. VIII-220 e 46 i inc. 

Sericoltura. — Vedi Bachi da seta — Gelsicoltura 
— Fitatura — Indusirra della seta — Microscopio 
— Tintura della seta. 

Shakespeare, di DowDEN, traduzione di A. BAL.ANI, 
di pae. xI-242 . . È 

Sîderurgia (Manuale di), dell’ Tue. V. ZoPPETTI. put 
blicato e completato per cura dell'Ing. E. GARUFFA, 
di pag. Iv-363, con 220 incisioni. . . + 

Sismologia, del Capitano L. GATTA, di pag. ‘vo-1 75, 


con 16 incisioni e 1 carta... . +. gen e 


Socialismo, dell'Avv. G. BIRAGHI, dn lavoro). 

Soccersi d’ urgenza, del Dott. O. CALLIANO, di pa- 
gine XLI-299, con 6 tavole litografate, 3° edizione. . 

— Vedi Assistenza infermi — Igiene — Medicatura 
antisettica. 

Società di Mutuo soccorso (Manuale Tecnico per le). 
Norme per l'assicurazione delle pensioni e dei sussidi per 
malattia e per morte, del Dott.G. GARDENGHI, di pa- 
INS VI-1O2 0 a, 

$Spettroscopie (Lo) e do sue ‘applicazioni, ni R. A 
ProcTOoR, traduz. con note ed aggiunte di F. Porro, 
di pag. vI-178, con 71 incisioni e una carta di spettri. 

Spirito di vino. — Vedi A/cool — Cognac — Liquo- 


rista. 
Sport, giuochi e collezioni. — Vedi Arte del nuoto 
— bBuiardo — Cacciatore — Cane — Cavallo — 


Ceramiche — Ciclista — Codice cavalleresco — Duel- 
lante — Dizionario alpino — Dizionario filatelico 
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RS 
— Dizionario termini delle corse — Filonauta — 
Giardino infantile — Ginnastica — Ginnastica 
maschile — Ginnastica femminile — Giuochi gin- 


nastici per la gioventù e per le scunle — Pirotecnia 
— Prealpi bergamasche — Raccoglitore di oggetti 
d’arte — Scacchi — Scherma italiana. 

Statica (Principî di) e loro applicazione alla teoria . 
e costruzione degli strumenti metrici, per l'Ing. 
E. BAGNOLI, di pag. viti-252 con 192 incisioni. . .83 

Statistica, di F. VireILII, di pag. viri-176 . . . .1 

Stemmi. — Vedi Araldica. 

Stenografia, di G. GrorGETTI e M. TESSAROLI (se- 
condo il sistema Gabelsberger-Noe), 22 ediz. (In lav.) 

Stereometria applicata allo svilnppo dei solidi e 
alla loro costruzione in carta, del Prof. A. Rr- 
VELLI, con molte illustrazioni. (In lavoro). 

Stilistica, del Prot. F. CapeLLO. di pag. xrr-164. . .1 50 

— Vedi Arte del dire — Rettorica — Ritmica. i 

Storia antica. Vol. I L’Oriente Antico, di I GENTILE, 

di pag. x11-232 . . RA A] 
Vol. II. La Grecia, di Gi ‘TONIAZZO, di pag. vi-216, 150 

Storia e cronologia medioevale e moderna, in 
CC tavole sinottiche, di V. ARRE 28 edizione, 

di pag. vI-260, . . A RR È 

Storia dell’arte miliare antica e moderna, di 
V., Rossetto, con 17 tav. illustrative, di pag. vim- 504. 5 50 

Storia della ginnastica. — Vedi Sforia. 

Storia italiana (Manuale di), di C. Cantù, di p. 1v-160. 1 50 

— Vedi Risorgimento. 

Storia della musica, del Dott. A. UNTERSTEINER, di 
pae: 300 {vol.-doppio);: ;} | de TI 

Storia naturale dell’ uomo e stat Cota ds 
Vedi Antropologia — Etnografia — Fisologia — 
Grafoloeia — Palecetnologia. 

Storia dei popoli e miti. — Vedi Cristoforo Co- 
lombo — Errori e pregiudizi — Mitologia — Mito- 
logia greca — Mitologia romana -— Risorgimento 
italiano — Rivoluzione francese — Storia antica 
-—- Storia e cronologia medioevale e moderna — 
Storia dell’arte militare antica e moderna — Storia 
italiana, 


SS 
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Girumentazione (Manuale ci), di E. PROUT, tradu- 
zione italiana con note di V. Ricci, con 95 esempi, 
ROPALCE ae arie E sa di ON 

Strumenti ad arco (Gli) e la musica da camera, 
del Duca di CarrARELLI F., di pag. x-295. . . .2 50 

— Vedi anche Armonia — Cantante — Pianasta. 

Strumenti metrici. — Vedi Metrologia — Statica. 

Sueno. — Vedi Luce e suono. 

Sussidî. — Vedi Società Mutuo Soccorso. 

Tabacco, del Prot. G. CANTONI, di pag. Iv-176, con 
6 incisioni. . + x .2- 

NFacheometria. — Vedi nesta — Telemetria 
— Topografia — Triangolazimi. 

Taglio e confezione di biancheria. — V. Disegno. 

Tariffe ferroviarie. — Vedi Codice doganale — 
Trasporti e tariffe. 

Fartufi e funghi. — Vedi Funghi. 

Tasse di registro, bollo, ecc. — Vedi Notaro. 
Tassidermista. — Vedi /mbalsamatore — Natura- 
lista viaggiatore. 

Favole logaritmiche. — Vedi Logaritmi. 

Tavole tacheometriche. — Vedi Celerimensura — 

— Telemetria — Topografia — Triungolazioni. 

Tecnica microscopica. — V. Anatomia microscopica. 

‘Wecnica protistologica, del Prof. L. MaGGI, di 


pag. XvI-318 (volume doppio). . . . .. ». +. ..93 — 
— Vedi Protistolngia. 
Tecnologia meccanica. — V. Modellatore meccanico. 
Tecnologia e terminologia monetaria, di G. Sac- 
CHETTI, di pag. xIv-192. . . . 199, FA 
Telefono, di D. V. PiccoLi, di pag. 1v-190, con 38 
incisioni. . .2- 
Telegrafia, di R. 'FERRINI, di pag. vI-318, con 95 
incisioni. . . tieni. Bie—e 


— Vedi Cavi e telegrafia ia 
Telemetria, misura delle distanze in guerra, 
di G. BeRTELLI, di pag. x111-145, con 12 zincotipie . 2 — 
Tempera e cementazione, dell'Ing. FADDA, di pa- 
gine vir1-108, con 20 incisioni . . .2Q— 
Teologia. — Vedi Bibbia — Diritto ecclesiastico — 
Religione e lingua dell'India inglese, 
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Terapeutica (Manuale di) l’impiego ipodermico e la 
dosatura dei rimedî del Dott. G. MALACRIDA, di p. 306. 3 — 

— Vedi Medicatura antisettica. 

Fermodinamica, di 0. agi di pag. x-196, con 
4 fieure. . +. RI, D°00 

Terremoti. — Vedi Sismologia — Vubori cita 

Tessitore (Manuale del), del Prof. P. PincHETTI, 28 
edizione riveduta, di pag xv1812, con illustrazioni 
intercalate nel testo . . Arata i) 

Festamenti (Manuale Deh per cura a del ‘Dott Li Sr 
RINA, di pag. VI-298 . . PREPARERE AR TU 

— Vedi Notaio. 

Figre-italiano (Mannale), con due dizionarietti ita- 
liano-tigrè e tigrè-italiano ed una cartina dimostrativa 
degli idiomi parlati in Eritrea, del Cap. MANFREDO 
CaMPERIO, di pag. 180... . .2 50 

— Vedi Arabo volgare — Grammatica: galla — Tindue 
dell’ Africa. 

FWintore (Manuale del), di R. LePETIT, 3° ediz., di pa- 
gine x-279, con 14 incisioni (vol. doppio) . ..... 4 — 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, di T. Pa- 
SCAL, di pag. xVI-432... .bB_ 

Fipegrafia. (Vol. D. Guida per chi stampa e fa stam- 
pare. — AUMReRTOR e Correttori, Revisori, Autori ed 
Editori. di S: LanDpI, di pag. 2800... 2-50 

Fipografia. (Vol II) Lezioni di composizione sd? uso 
degli allievi e di quanti fanno stampare, di S. LANDI, 

di pag. viri-271, corredato di figure e di modelli... 2 50 

— V.Compositore-tipografo — Vocabolario tipografico. 

Topografia e rilievi. — Vedi Cartografia — Uatasto 


italiano — Celerimensura — Compensazione degli 
errori — Curve — Disegno topografico — Estimo 
rurale — Geometria pratica — Regolo calcolatore 


— Telemetria — Triangolazioni topografiche e trian- 
golazioni catastali. 
Fernitore meccanico (Guida pratica del), ovvero 
sistema unico per calcoli in generale sulla costruzione 
di viti e ruote dentate, arricchita di oltre 100 pro- © © 
biemi risolti, di S. DinaRO, di pag. 164. . ... .,2— 
Frasporti, tariffe, reclami ferreviari ed epe- ‘ È 
razieni deganeli- Mannale pratico sd uso dei com- | 
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Lopes 
mercianti e privati, colle norme per. l’interpretazione 
delle tariffe e disposizioni vigenti, per A. G. BIANCHI, 
con una carta delle reti ferroviarie italiane, di pa- 
gine xvI-152 . . ds +32 

Travi metallici composti (Momenti Tomato Dogi 
dei), di E. SCHENCK, pagine xL-188, 10 figure e tabella 
per chiodatura. . . . . 3 50 
FTriangolazioni topografiche e  iriangolazioni « ca- 
tastali, dell'Ing. O. JACOANGELI. Modo di fondarle 
sulla toto geodetica, di rilevarne e calcolarle, di pa- 
gine xIv-240, con 32 incisioni, 4 quadri degli elementi 
geodetici, 32 modelli esemplificati pei calcoli trigono- 
metrici e tavole ausiliarie . . . +.1.:00 
— Vedi Cartografia — Celerimensura - — Disegno topo- 
grafico — Geometria pratica — Telemetria. 
Trigonometria. — Vedi Geometria metrica. 
Ufficiale (Manuale per l’) del Regio Esercito italiano, 
di U. MORINI, di pag. xx-388 . . ; 2 
> WUnità assolute. Definizione, Dimensioni, Rappresenta: 
zione, Problemi, dell’Ing. G. BERTOLINI, di p. x-124-44. 2 50 
Uva passa (Industria dell’) e della essicazione 
delle frutta e degli ortaggi, Prot. L. PAPARELLI. 
(In lavoro). 
Uve da tavola. Varietà, ig En e commercio, 
del Dott, D. Tamaro. (In lavoro). 
Walli Jombarde, di ScoLArI. — Vedi Dizionario al- 








3.50 


pino. 
Valori pubblici (Manuale per l'apprezzamento dei) e 
per le operazioni di FUSI Dott. F. PICCINELLI, di 
pag. XIV-236 . ai I SO A CRI aL IGONI 
— Vedi Debito DUPbIiCO, Re 
Velocipedista. — Vedi Ciclista. 
Wentilazione. — Vedi Riscaldamento. 
Werbi greci anomali (I), di P. SPAGNOTTI, secondo le 
Grammatiche di CurtIus e INAMA, di pag. xx1v-107. 1 50 
Vernici, lacche, mastici, inchiostri da stampa, 
ceralacche e prodotti affini (Fabbricazione delle), 
dell'Ing. Ueo FoRrNARI, di pag. VIII-262 . . ...2— 
Veterinaria. — Vedi Alimentazione del bestiame — 
Bestiame — Cane — Cavallo — Igiene veterinaria 
— Porcicoltura — Zootecnia. 
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Toto: 
Vine (Il), di G. Grazzi-Soncini, di pag. xvil02. . 432 
Viticoltura od enologia. — Vedi Alcool — Analisi 

del vino — Cantiniere — Cognac — Enologia — 

Enologia domestica — Liquorista — Malattie ed 

alterazioni dei vini — Uva passa — Uve da tavola 

— Vino — Viticoltura. 

Witicoltura. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, 

del Prot. O. OTTAVI, rived. ed ampliata da A. STRUCCHI, 

3* ediz., di pag. viti-184 e 22 incisioni . . .2- 
Vocabolario tipografico, di S. LANDI. (In lavoro). 
WVeolapiik (Dizionario italiano-volapùk), preceduto dalle 

Nozioni compendiose di grammatica della lingua, del 

Prof. C. MATTEI, secondo i principii dell’inventore M, 

SCHLEYER, ed a norma del Dizionario Volapik ad uso 

dei francesi, del Prot. A. KERCKHOFFS, di pag. Xxx-198. 2 50 
Volapik(Dizion. volapiik-italiano), del Prot. C. MATTEI, 

di pag. xx-204 . . . + ni) ra 
— Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli e 

dialoghi italiani-volapiik, per cura di M. Rosa Tom- 


MASI 6 A. ZAMBELLI, di pag. 152 . . .. . +2. DO 
Vulcanismo, del Capitano L. GATTA, di pag. VILI-268. 
CONI ZO CINCISIUII: nr aaa rami vago 


Zoologia. — Vedi Anaidà e fisiologia "comparate 
_ ANIA parassiti dell’uomo — Animali da cor- 
tile — Apicoltura — Bachi da seta — Batteriologia 


— Bestitame — Cane — Cavallo — Coleotteri — 
Colombi — Coniglicoltura — Ditt:ri — Embriologia 
e morfologia generale — Imralsamatore — Insetti 


nocivi — Insetti utili — Lepidotteri — Naturalista 
viaggiatore — Ortotteri — Ostricoltura e mitilicoltura 
— Piscicoltura — Pollicoltura — Porcicoltura — 
Protistologia — Tecnica protistologica — Zoologia. 
Zoologia, Proff. E. H. GIGLIOLI e G. CAVANNA, 3 vol.: 
I. Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . . .1 50 
II. Vertebrati. Parte I, Generalità, Ittiopsidi (Pesci 
ed Anfibi), di pag. xvI-156, con 33 incisioni. . 1 50 
IIL Vertebrati. Parte II, Sauropsidi, Teriopsidi (Ret- 
tili, Uccelli e Mammifer?), p. xvI-200 con 22 ine. 1 50 
Zoonosi, del Dott. B. GALLI VALERIO, di pag. xv-227 1 50 
ZLeetecnia, del Prof. G. TAMPELINI, p. viri-297, con 52 inc. 2 50 
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